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Circuitos Sequenciais — Aspectos de Sistemas Lineares

Circuitos ldgicos seqiienciais compostos por flip-flops D
e ou-exclusivos s3o sistemas lineares.

Podem ser descritos por:

e Equacoes a diferencas;

e Funcdes de transferéncia.

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais 2/48



Notacao

e Letras latinas mindsculas a,b,. .., Xy, z,w denotam varidveis booleanas {0,1};
e Retangulos representam flip-flops do tipo D com clock sensivel a borda de subida;

e Setas indicam entradas e saidas:

X
X y _
- = ck L 1
y _

Se os sinais estdo sincronizados (isto é, X é a saida de um flip-flop que recebe o
mesmo sinal de clock), a seqiiéncia de zeros e uns do sinal y na saida do flip-flop D
é igual a seqiiéncia definida pelo sinal X atrasado de um pulso de clock.
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Notacao: Ou-exclusivos

e Ou-exclusivos s3o (usualmente) representados pelo simbolo &;

_ X1 X2y

Tabela verdade do ou-exclusivo 0 010
y = XOR(Xy,%2) = X3-+Xo 0 1]1
X+X=0; x+0=%x Xx+1=X L ol
1 1.0

e Ou-exclusivos s3o associativos, isto é, X+ (Y+2) = (X+VY) + z

e Ou-exclusivos com varias entradas fornecem saida igual a 1 para um nimero impar
de entradas iguais a 1 e saida O para um numero par de entradas iguais a 1;

e A operacdo ou-exclusivo dos N bits que compdem uma palavra bgb;b,...by for-
nece a paridade da palavra. Por exemplo,

1+04+14+0+14+0+1+14+0=1 = soma médulo 2
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Notacao: flip-flop tipo D

e Considerando uma seqiiéncia de entrada X, tem-se na saida do flip-flop a seqiiéncia
Yn = Xn-1

e O operador D (delay) representa um atraso de um pulso de clock. Assim,

Yn=X1 < Y =DX , Vn=Xrk < Y=DX
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Exemplo 1

e Considere o circuito abaixo com X, =0, Vn e a condi¢3o inicial (UgVowp) = (100)

®<—
X g u _ A W
.

e A partir da condi¢do inicial (estado inicial), pode-se determinar a seqiiéncia de
estados U, Vn, W, e também a seqiiéncia de saida Y, (sinal periddico)

100
000 Y =01110010111001. ..

001 111

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais 6/48



e A saida Y, para cada instante N, é dada pela operacao

Yy=X+Z=X+ (V+W) =X+V+W

e Assim, a seqiiéncia de estados e a saida podem ser colocadas em uma tabela:
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Exemplo 1 (cont.)

n Xuvwy
0 01000
1 0/010]1
2 0/101]1
3 0/110]1
4 01110
5 0/011]0
6 000 1]1
/ 0/100]0
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Exemplo 1 (cont.)

®

X D
"

e Do circuito obtém-se as relacoes

Y

Ur=Y¥n-1, Vn=Un-1 , Wn=Vn-1 , Zn=Vn+ W

e O comportamento dinamico do circuito é descrito pela equacdo a diferencas

Yn=Xn+Yn2+Yn3 , (UVoWp) = (Y_1Y_2Y_3) (condi¢des iniciais)
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Exemplo 1 (cont.)

-

[ Uni1 01
Vn_|_:|_ — 1 0
| Wnia | 01
e Equacao da saida Yy,
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%

e Descricao em termos das variaveis de estado Up, Vi € Wh

o O -

Y

®<—

V..

Un 1
Vo | + 10
Wh | 0
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Exemplo 1 (cont.)

@4—
X g u A W
.

e Manipulando a equacao a diferencas, tem-se Y+ Yn_2+ Yn—_3 = Xn

e Utilizando o operador D, pode-se descrever a relacdo entre a entrada X e a saida
Y pela razdo entre dois polindmios em D (fung¢do de transferéncia)

Y 1
14+D?+D3Y =X L
(1+D°+D%) ~ X 1+D?1D3

e Os polinomios em D possuem coeficientes 0 ou 1 e o simbolo “+" denota a operacao
ou-exclusivo.
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Exemplo 1 (cont.)

X @
X g Y u V W

DY D2Y D3Y
y

e Manipulando a equacao a diferencas, tem-se Y+ Yn_2+ Yn—_3 = Xn

e Utilizando o operador D, pode-se descrever a relacdo entre a entrada X e a saida
Y pela razdo entre dois polindmios em D (fung¢do de transferéncia)

Y 1
14+D?+D3Y =X L
(1+D°+D%) ~ X 1+D?1D3

e Os polinomios em D possuem coeficientes 0 ou 1 e o simbolo “+" denota a operacao
ou-exclusivo.
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Exemplo 1 (comentarios)

®<—
X g u A W
.

e Note que para X, =0, Vn e (UgVoWp) = (000), tem-se y, =0, VN e que um circuito
formado por N flip-flops possui 2N estados distintos;

e Para X, =0, Vn e uma condi¢3o inicial qualquer (n3o nula), o circuito passa por
todos os estados possiveis com excecao do 000, sendo por isso chamado de maquina
de estado de maxima seqiiéncia ou de gerador pseudo-aleatorio. A saida Yy, € um
sinal periddico de periodo igual a 7;

Essa propriedade (seqiiéncia de 2N — 1 estados distintos) estd relacionada ao fato
do polindmio P(D) = 14 D?+ D3 ser um polindmio primitivo.
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Exemplo 2

e Considere o circuito abaixo com X, =0, Vn e a condi¢3o inicial (UgVowp) = (100)

Z

X u i/+ wly
. BLL I S

e A equacido a diferencas que descreve o circuito é dada por

Yn = Xn + Xn—2 + Xn—3

e A funcao de transferéncia é dada por

Y
Y=(1+D*+D3X = i:1+D2+D3
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Exemplo 2

e Considere o circuito abaixo com X, =0, Vn e a condi¢3o inicial (UgVowp) = (100)

Z

-(+
LY
XXJ“ U v W o

DX DZX DSX Y

e A equacido a diferencas que descreve o circuito é dada por

Yn = Xn + Xn—2 + Xn—3

e A funcao de transferéncia é dada por

Y
Y=(1+D*+D3X = i:1+D2+D3
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Exemplo 2 (cont.)

S

Y

e Descricao em termos das variaveis de estado Up, Vi € Wh

[ Uni1 (000
Vn_|_:|_ — 1 0 O
_WrH_l_ _O 1 O_
e Equacdo da saida Yy
.
Yo=1011]] v
_Wn
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Un 1
Vn | + 1 0| Xy
Wh | _O_
+ 1%
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Exemplo 2 (cont.)

e A seqiiéncia de estados e a saida sao dadas por

X u ?/+ wiy
4,69H

Y

. N O R W N OIS
O OO OO OO O X
N eoNeNoNeNeNel S i=
N eNeNoNeNolNeN ol
O OO O0COHH OO S
N eoNeNoNel S ak=ll <

e Note que o efeito da condic3o inicial desvanece com n
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Circuito Embaralhador

O1 Jo

X @4
RS

y

e Funcao de transferéncia

Y 1

X  1+D+D?

e Considerando X, =0, Vnh e 10p = 11, tem-se

11 501 —10—11—--- ., y,=011011011... (periodo 3)
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Circuito Desembaralhador

S

O1 Jo y

e Funcio de transferéncia

Y
- =1+D+D?
= 1+D+

e Considerando X, =0, Vne g10p = 11, tem-se

11—-01—-00—00—--- , Yy,=0100000...
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Circuito Embaralhador-Desembaralhador

e Conectando a saida do circuito embaralhador na entrada do circuito desembara-
lhador (e chamando de z o ponto de conex3o) tem-se

@<

Yo

1

01

Jo

()

gl

B

O1
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e

Jo y
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Circuito Embaralhador-Desembaralhador (cont.)

e A funcao de transferéncia do circuito é dada por

7 1 Y Y
X 14D+D2 * z - TPT X

e Considerando X, =0, VN, 0100 = 11 no embaralhador e ;0o = 00 no desemba-
ralhador, tem-se

N X0 Qo |Z |01 QoY
0 0/1 1040 0]0 trans.
1 00 1(1]0 O/|1 trans
2 01 O0f1)1 010
3 01 1/0)1 110
4 0/0 1)1/0 110
5 01 011 0}0
6 0/ 1 1{0/1 1|0
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Circuito Embaralhador-Desembaralhador (cont.)

e Considerando a seqiiéncia X, = 101010101..., 9100 = 11 no embaralhador e
0J10o = 00 no desembaralhador, tem-se

N X0 Qo Z|01 QoY
o 1/1 1)1]0 01
1 01 1|01 0]1
2 1]0 1040 1]1
3 0/0 0j0y0 010
4 1/0 01,0 0|1
5 0/1 01,1 0]0
6 1|1 1|11 1]1
(01 1/0)1 110
g 1/0 1|00 1]1
9 0/0 0|0j0 0]0
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Circuito Embaralhador-Desembaralhador (cont.)

e Se as condicdes iniciais do embaralhador e do desembaralhador forem iguais, nao

ha transitdrio e Y, = X,, VN.

Aplicacdes em criptografia.
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N X/ 01 Jo|[Z|01 To|Y
0O 1/1 0|01 0|1
1 0/0 1|1/0 1]0
2 1|1 0|01 0|1
3 0/0 1/1/0 1]0
4 11 0|0]1 0|1
5 0/0 1/1/0 110
6 1/1 00/1 0|1
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Resposta ao Impulso

e Para X, = 100000... e 010o = 00, tem-se

Embaralhador

Desembaralhador

X1 Qo | Y X0 Qo| Y
110 01 110 O 1
0|1 01 0|1 O 1
0|1 1]0 0|0 1 1
0|0 11 00 O 0
0|1 01 0/0 O 0
0|1 1|0 0/0 O 0
Circuito do tipo lIR Circuito do tipo FIR

As respostas ao impulso apresentam um comportamento similar ao obtido com
Xn = 0, VN e condicao inicial ndo nula

~> O circuito do Exemplo 1 também ¢é do tipo IR — Infinite Impulse Response,
enquanto que o do Exemplo 2 é do tipo FIR — Finite Impulse Response;
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RealizacOes

e A funcao de transferéncia

Y 1+D+D°

— = Y =DY+D% +X+DX+D3X

X 1+D+DA4

pode ser realizada pelo circuito

DY

1
ﬁ_T
—

Y

Y

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais

D3X

Y

DY
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RealizacOes

e Outra realizacdo da funcido de transferéncia Y = DY +D?*Y + X + DX+ D3X pode

ser construida, primeiro para as parcelas que dependem de Y

Y

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais

Y

Y

A

e
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Realizacoes

e Outra realizacdo da funcido de transferéncia Y = DY +D?*Y + X + DX+ D3X pode
ser construida, primeiro para as parcelas que dependem de Y

IR

\i

\i

()

e depois completando com as parcelas que dependem de X

Principio da superposicao
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Geradores Pseudo-Aleatorios

e Uma maquina linear com entrada nula € denominada auténoma.

e Circuitos autonomos definidos pela funcdo de transferéncia

1

P(D)

podem gerar uma seqiiéncia de tamanho maximo se P(D) for um polinémio primi-
tivo.

e Esses circuitos sdo denominados geradores pseudo-aleatorios.
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Polindbmios Primitivos

e Um polinomio é irredutivel se nao puder ser fatorado por polindmios de graus
menores.

e Um polindmio irredutivel de grau n é primitivo se for fator do polinémio D™+ 1
(m=2"—1) e nio for fator de DX+ 1 para k< m

e Exemplos de polindmios primitivos
1+D+D* ; 1+D+D* ; 1+D°+D* ; 1+D°+D> ; 1+D°+D’
e Exemplos de polinomios que n3o sao primitivos

1+D*=(1+D)(1+D) ; D+D*+D*=D(1+D+D?

Polinémios primitivos podem ser usados para gerar corpos de Galois a partir da
extensdao de uma base de representacao.
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Gerador Pseudo-Aleatorio Autoinicializavel

O
A
—— @& @& ——@
y
-
NOR |«
-

Se o estado, por alguma razdo, ficar na condicdo inicial 000, a presenca do NOR
forca a entrada de um 1 no primeiro pulso de clock. A partir dai, o gerador entra
no ciclo de maxima seqiiéncia (que ndo contém o 000)
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Caodigos

e [opico relevante em comunicacoes

e O foco aqui é restrito a cédigos bindrios gerados de maneira linear
~> Por operacdes envolvendo matrizes (com adigdo = ou-exclusivo)
~> QOu por sistemas dindmicos formados por flip-flops tipo D e ou-exclusivos

~> Palavra 000---0 faz parte do cdédigo

e O numero de bits distintos entre duas palavras de um cddigo é definido como a
distancia de Hamming entre as palavras

~> Cddigos com distancia minima igual a 2 permitem a detecdo de erros simples
(cédigos de paridade)

~» Cddigos com distancia minima igual a 3 permitem a correcdo de erros simples
(cédigos de Hamming)
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Caodigos — Exemplos

e Cddigo com 4 bits e distancia minima igual a 2 (3 bits de informagdo mais 1 bit
de paridade, que completa um nimero par de bits iguais a 1)

Palavras do Cédigo

0000
0011
0101
0110
1001
1010
1100
1111

0000

0001

0011

0010

0100

0101

0111

0110

1100

1101

1111

1110

1000

1001

1011

1010

~> Erros em um bit produzem palavras que nao pertencem ao cédigo e podem

ser detetados
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Caodigos — Exemplos

e Cédigo com 3 bits e distancia minima igual a 3 (1 bit de informagdo {0,1} e 2
bits de redundancia ou paridade).

_ O
= O
= O

~> Erro simples pode ser detetado e corrigido

~+ Este é um cédigo de Hamming (3,1), isto é, palavras de 3 = 2% —1 bits
sendo 1 de informacao e 2 de paridade.
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Codigos de Hamming (n, k)

e S3o0 cddigos com distancia 3, palavras de n=2"—1 bits sendo K=n—m de
informacdo e M= n— K de redundancia

~> Podem ser gerados por polindmios primitivos P(D) de grau m

e Codificadores: circuitos lineares que transformam uma seqiiéncia de bits (mensa-
gem mais bits nulos de redundancia) em uma palavra cédigo

e Essa operacao linear pode ser descrita por matrizes e vetores ou por sistemas
dinamicos com flip-flops D e ou-exclusivos

e Decodificadores: circuitos lineares que recuperam a informac3do transmitida, dete-
tando a ocorréncia de erros simples e eventualmente realizando a correcao
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Codificadores e Decodificadores

u G @r H i

e

e Mensagem U, palavra cddigo V, erro €, palavra recebida r = v+ €, saida do
decodificador Y, matriz geradora G e matriz de paridade H

v=uG , s=rH" sindrome

~> Por construcao, quando n3o ha erro

s=vH'=0 = GH'=0
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Exemplo de Cédigo de Hamming (7,4)

e Gerado a partir do polinomio

P(D) =1+D?+D?
~> Palavras de 7 bits (4 de informagdo e 3 de redundancia)

e Circuito codificador

1 T

Y

e Com condicdes iniciais nulas, a seqiiéncia de entrada Ugu;Uou3000 produz, apds 7
pulsos de clock a palavra codigo correspondente VgV;VoV3VaVsVe
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1+D?%2+D°

Exemplo de Codigo de Hamming (7,4) : P(D)

Circuito Codificador

— O O O - O
O OO +H O -+ O
OO H O+ O O
O "1 O+ - O O O
— O - 1 O O O
O OO +HO —+H
O O O O O o - O
O OO O O —-H O O
O O OO +H O O O
OO OO —+H O O O
OO 14O+ O
O O O O o - O O
O OO O —+H O O O
O OO —+H O O O O
OO - O O O O
O—- O - - OO
O O OO +H O O O
O OO - OO O O
OO —+H O O O o O
O - O O O O O
— O - 1 O O O
O OO - O O o O
OO - O O O o O
O - O O O O O O
— O O O O O O

e As demais palavras do codigo sdao geradas por superposicao
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Exemplo de Codigo de Hamming (7,4): Mapa de Karnaugh

Bl RN B B EhEe
Nl
B .[-
| || | |
L H

Nl | |

H
1

]
\

NN RN

== B 7

-
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Exemplo de Codigo de Hamming (7,4) : P(D) = 1+D?+ D3

£ I
Circuito Decodificador [ T

O OO, KFk OF
N oNolNeNoNol Tl
OO OO H+HOO
OO OO, OOO

OO OO OO

OO =, OFr O
O OO O o= oo
O O O O R O O O
O OO, OO o o

O O O O o - O

O R = ORFr OO
O OO o= O oo

O O O O o o
O O OO oo o

O OO o= oo

R kRO Rk, O OO
O OO OO o o
O O OO oo o
O O O O O o o

O OO - OO O

e Palavras que pertencem ao cddigo sdo decodificadas corretamente, produzindo a

sindrome 000
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Exemplo de Codigo de Hamming (7,4) : P(D) = 1+D?+ D3

g I
Circuito Decodificador [ -

O O O OO o
O R )R M2 ORF O

1
0
1
1
1
0
0

O OO O O == O
R ) k) Ok, OO
OO OO == OO
R =) k) O, OO0
O OO rRr OO o
R R O, OO OO
H O, OO OO Oo
O R OO0 OO o o
R ) O, O OO

0
0
1
0
1
1
1
0

R =) ) O, OO OO
_ = =) Ok, O OO O
— =) O ) O O O O
R R, O, OO OO
R O R OO OO o
il—‘l—‘l—‘Ol—\OO

iOI—‘I—lI—\OI—‘O

0 20. 30.

~ 1lo. 0 ~~ 4o0.

e Cada tipo de erro é identificado por uma sindrome diferente, pois ha 2% — 1 estados
finais distintos no decodificador (se ndo houver erro, a sindrome é 000)
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Circuito Decodificador

e Por superposicao, a saida Y possui uma componente devido a palavra do cédigo v
e uma componente devido ao erro €

e [abela de sindromes

Erro 1000000 | 0100000 | 0010000 | 0001000 | 0000100 | 0000010 | 0000001
Sindrome 001 011 111 110 101 010 100
Saida devido ao erro | 1011100 | 0101110 { 0010111 | 0001011 | 0000101 | 0000010 | 0000001

~> Palavras do cédigo (erro €= 0000000) produzem sindrome 000

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais
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Circuito Decodificador com Correcao de Erro

r S bus
——{ DEC +—» ROM
y W-bus
Y Y U-bus
y-bus —
Shift-Reg —m 7X0OR2
.
a-bus

e A palavra r chega seqiiencialmente ao decodificador, produz a saida y (que é
armazenada em um registro de deslocamento) e uma sindrome S-bus

e A memodria ROM armazena a tabela de sindromes, gerando a palavra que deve
ser adicionada (ou-exclusivo) a saida y para corrigir o efeito do erro. A mensagem
é recuperada em U-bus com a-bus = 000

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais
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Implementacao com Matrizes — Geracao

e A primeira linha da matriz geradora G ¢é a palavra do cddigo associada a informacao

o oo

011000
101100
010110
001011

1000, as demais linhas obtém-se por deslocamento (cédigos ciclicos)

[Vo V1 Vo V3 V41 V5 Vﬁ]

Pedro L. D. Peres — Circuitos Seqlienciais

[Uo U W Ug]

o O o

O o PEFr O

O Or
= =

O r kFrkr o
R OO
O O O




Implementacé&o com Matrizes — Sindrome

H =

, O O
= )
el e =
O r K
O K
o O
©C O

e A matriz de paridade H contém todas as possiveis sindromes (exceto 000). A
primeira coluna contém a sindrome associada ao erro no primeiro bit 1000000, e

assim por diante.
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o O o

o oEFr O

O Or
P O R

O Kk O

OO
O O O

P ORFRRFPRFP OO
OFrRPRORFRRFREFLO
OO R ORRLPE
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Sindrome

e As fungbes Sy, S e S (sindrome) sdo determinadas de maneira biunivoca por erros
simples

(e e & e; e 6 &)

EXEEA

P ORRFRREFP OO
OFRPOREFLRREFRO
OCORFrRPRORFR R

So=€+e3+es+es
Si=e+e&+e+6s
S =e+e+e+e
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Geracao

e Similarmente, os bits que compdem as palavras do cédigo podem ser obtidos da
matriz geradora por operacdes ou-exclusivo

Vo=Up , Vi=U , Vo=Up+Ux , V3=Up—+ U+ U3
Vag=Up+Ux , Vs=Uzx+U3 , Vg=U3

(1011000]
0101100
[V0V1V2V3V4V5V6]:[U0U1U2U3] 0010110
0001011

e Cédigos de Hamming (7,4) poderiam ser gerados de outras maneiras
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Codigos de Hamming (7,4)

e A partir do polindmio primitivo P(D) =

(1
0
0
|0

e W o T SEN RN
OFr L O
P P O
, O R O

O OO +
O O O

O
w

e Compondo palavras do cédigo PoP1UgP2U1U2U3 a partir da informacdo UgU;UoUs e

da paridade pop1p2 (cédigo sistematico)

Po=Up+ U1+ U3 |,
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~~ nao ciclica

P2 = U+ Ux+ U3
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Circuitos Sequenciais — Aspectos de Sistemas Lineares

Circuitos ldgicos seqiienciais compostos por flip-flops D
e ou-exclusivos s3o sistemas lineares.

Podem ser descritos por:

Equacoes a diferencas;

Funcoes de transferéncia.

[] Auto-funcdo?
[] Raizes da equacao caracteristica?
[] Controlabilidade e observabilidade?
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