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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Representagao por variaveis de estado de um sistema MIMO

Variaveis de estado

Sistemas MIMO podem ser descritos por equacdes de primeira ordem nas varidveis de
estado. Assim

v(t) = f(v(t),x(2),t) , y(t)=g(v(t),x(t),t) , veR", xeR”, ycRY

As trajetérias v(t), solucdes da equagio dindmica, sdo unicamente determinadas a
partir da condi¢do inicial v(0) e da entrada x(t).

O sistema MIMO linear invariante no tempo é descrito pelas matrizes reais

(A,B, C,D) e pelas equagdes de estado e de saida

v=Av+Bx , y=Cv+Dx , veR" xeRP yecR? (1)
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados v. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Representacao por variaveis de estado de um sistema MIMO

Circuito de segunda ordem

As equacdes de estado para o circuito da Figura 1, na forma
v=Av+Bx; y=Cv+Dx ; V:{Vl}

sendo v; a tens3o no capacitor e vo a corrente no indutor. A saida y; é a corrente no
resistor e a saida y» é a corrente no indutor; x;(t) € uma fonte de corrente e xa(t) é
uma fonte de tens3o, sdo dadas por

o[ ). a3 c=[R 9 o
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Contr., Observ. e Est. MIMO eal. de Estados Observ. de Estado Compe es Sist. Variantes

Representacao por variaveis de estado de um sistema MIMO

Circuito de segunda ordem (cont.)

L R
/TN ]
V2 = )y2
x1(t) —_— +V1 xo(t)

m\ R €T =

Figura : Circuito de segunda ordem excitado por fontes de tens3o e de corrente.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Sistema MIMO

Matriz resposta ao impulso de um sistema MIMO

A matriz resposta ao impulso de um sistema MIMO linear invariante no tempo é a
matriz formada pelas funcGes hj;(t), sendo hj;(t) a resposta na saida i ao impulso
aplicado na entrada j com as demais entradas zeradas.

A resposta ao impulso de sistemas descritos por equagdes diferenciais pressupde
condi¢des iniciais nulas.

Matriz de transferéncia de um sistema MIMO

A matriz de transferéncia de um sistema MIMO linear invariante no tempo é a matriz
formada pelas transformadas de Laplace das respostas ao impulso hj;(t).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Sistema MIMO

Funcdo de transferéncia

A matriz de transferéncia do sistema (1) é dada por

H(s)=C(sl—A)"'B+D CAdj(sl — A)B+ D

_ 1
"~ det(sl — A)

Observe que nem todo autovalor de A é pélo de H(s), pois pode haver cancelamentos.
A matriz resposta ao impulso do sistema (causal) é dada por

LY H(s)} = h(t) = Cexp(At)B + D5(t)
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Sistema MIMO

Func3o de transferéncia de segunda ordem
A matriz de transferéncia do Exemplo 3, com R=L=C=1,

. -1 1 1 0
v—Av—i—BX,y—Cv—i—Dx,A—{_l _1], B—{O 1], C_{O 1], D=0

é dada por
1 s+1 1
H(s)= ————
(s) 52—1—25—}—2{71 s+1]

com pdlos —14j. A matriz de respostas ao impulso é dada por [h;;(t)] com

h1(t) = hoo(t) = exp(—t) cos(t)u(t) , hia(t) = —h2(t) = exp(—t)sen(t)u(t)
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Contr., Observ. e Est. MIMO

Controlabilidade

Controlabilidade

O sistema descrito pela equacio de estado
v=Av+Bx , veR" K6 xeRP

é controlavel (ou o par (A, B) é controldvel) se para qualquer estado inicial v(0)
existir uma entrada x(t), t € [0,7], que leva o estado de v(0) para qualquer v(7).

A definic3o requer apenas que se possa mover qualquer estado inicial no espago de
estados para qualquer estado final em tempo finito (dado). N&o h3 restri¢des quanto
a trajetdria a ser seguida nem quanto a magnitude da entrada. Note que a equagdo de
saida ndo influencia a controlabilidade.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados bserv. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Controlabilidade
Controlabilidade

As condi¢Ges a seguir sdo equivalentes.
e O par (A, B) é controlavel.

e A matriz W,(t) é n3o-singular V t > 0, com
t
We(t) = | exp(AB)BB'exp(A'B)dB
0
e A matriz de controlabilidade Ctrb(A, B) tem rank n (i.e. rank completo de linhas)
Ctrb(A,B)=[B AB A’B ... A"lB|eR™"

e Para todo A € A(A) (e, portanto, para todo A € C), a matriz

[(A—Al) B] ecrx(nte)

tem rank n (isto é, rank completo de linhas).
v
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados

Controlabilidade I
Note que (basta fazer a mudanca de varidveis f =t —§)

Wc(t):/Otexp(AB)BB’exp(A’B)dB:/Otexp (A(t—&)) BB exp (A'(t — &) dE

e que o integrando garante que a matriz é sempre semidefinida positiva. A matriz
W,(t) seré definida positiva se e somente se for nio singular.

Para provar que, se W,(t) for ndo singular, entdo (A, B) é controldvel, tem-se que a
resposta em termos do estado v(t) no instante t = t; é dada por

(1) = exp(A)v(0)+ [ exp (A(t ~ ) Bx(B)dp

Para qualquer v(0) = vp e qualquer v(t;) = v1, a entrada
x(t) = —B'exp (A/(tl — t)) Wc_l(tl)(exp(Atl)vo — vl)

leva o estado de vy a v; no tempo t;. De fato, substituindo
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Controlabilidade 11

v(t1) = exp(At1)v(0)
— (/01?1 exp (A(ty — B)) BB exp (A'(t1 —ﬁ))dﬁ) Wl (ty) (exp(Atl)vo - vl)
= exp(At1)v(0) — We(t)We (1) (exp(Atr)vo —v1) = i
Como conclus3o, se W,(t) é n3o singular entdo (A, B) é controlavel.

Para mostrar o inverso, supde-se por absurdo que o par é controldvel mas Wc(t;) ndo
é definida positiva para algum t;. Nesse caso, existe v # 0 tal que

vV We(t)v = /0t1 v'exp (A(t1 — B)) BB exp (A'(t1 — B)) vdp

= [" 18 o0 (At~ B)vIap =0
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Obse Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Controlabilidade II1

o que implica
B'exp (A'(t1—B))v=0, v'exp(A(t1 —B))B=0

para todo f3 € [0,t1]. Por outro lado, se o sistema é controldvel, existe uma entrada
que transfere o estado inicial de v(0) = exp(—Aty)v para v(t;) = 0. Utilizando a
expressdo geral de v(t) para esse caso tem-se

v(t))=0= v—l—/ot1 exp (A(t1 — B)) Bx(B)dB

Pré-multiplicando por v/

ty
0= ‘/v+/0 v exp (A(ty — B)) Bx(B)dB = |[v]2 +0

o que contradiz a hipdtese de que v # 0.
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Sist. Variantes no

Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados

Lyapunov e controlabilidade

Lyapunov e controlabilidade

Considere A tal que todos os seus autovalores tém parte real negativa. Ent3o, a
equacgao
AP+ PA' = —BB'

tem solu¢do P tnica definida positiva se e somente se o par (A, B) for controlavel.
Além disso, a solu¢do (chamada gramiano de controlabilidade) pode ser expressa como

We= [ exo(AB)BB' exp(B)d
0
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Lyapunov e controlabilidade

MIMO n3o controlavel

O sistema
. 0 -2 1 1
v=Av+Bx , A—L _3]7 B_[l 1}

possui A com autovalores —1 e —2. A solugdo da equagdo de Lyapunov é dada por

’_ /_72 2 . 1 1
AP+ PA"= —-BB' = {2 2] = P—O.5{:l 1}

que é semi-definida positiva (menores principais lideres 0.5 e 0). Portanto, o sistema é
ndo controlavel. De fato, a matriz de controlabilidade é tal que

1 1 -2
1 1 -2

Ctrb(A,B)=[B AB] = { :ﬂ = rank(Ctrb(A,B)) =1
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Contr., Observ. e Est. MIMO

Controlabilidade e Forma de Jordan MIMO

Controlabilidade e Forma de Jordan MIMO

Um sistema MIMO é controldvel se, para cada autovalor distinto, os vetores linha da
matriz B correspondentes a ultima linha de cada bloco de Jordan associado a esse
autovalor forem linearmente independentes.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Controlabilidade e Forma de Jordan MIMO

M 1 0 0 0 0 0] 0 0 O]
0 4+ 0 0 0 0 O 1 00
0 0 &4 0 0 0 O 01 0
{=Av+Bx=]0 0 0 A 0 0 O|0+|1 1 1|x
0 0 0 0 A 1 0 1 2 3
0 0 0 0 0 A 1 01 0
[0 0 0 0 0 0 A 1 1 1

As linhas de B correspondentes as ultimas linhas dos blocos de Jordan associados a A;
sdo linearmente independentes.
1 0 0
0 1 0
1 1 1
A (ltima linha de B associada a A, é linearmente independente.
[1 1 1]

Portanto, o par (A, B) é controlavel.
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Observabilidade

Observabilidade

O sistema descrito pelas equacdes
v=Av , y=Cv , veR", 6 yeRY

é observével (ou o par (A, C) é observével) se existir T > 0 tal que o conhecimento da
saida y(t) para todo t € [0,7] é suficiente para determinar a condi¢go inicial v(0).

Note que a entrada x n3o influencia a observabilidade.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Observabilidade

Observabilidade

As condi¢cGes a seguir sdo equivalentes.
e O par (A, C) é observavel.

e A matriz W,(t) é ndo-singular V t > 0, com

Wolt) = [ exp(A'B)C'Cexp(AB)dP

e A matriz de observabilidade Obsv(A, C) tem rank n (i.e. rank completo de colunas)

C

CA
Obsv(A,C)=| . |eRrI™n

CA.n—l
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Observabilidade

Observabilidade (cont.)

e Para todo A € A(A) (e, portanto, para todo A € C), a matriz

[(A E‘ll)] c (C(n+q)><n

tem rank n (isto é, rank completo de colunas).
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Sist. Variantes no

Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados

Lyapunov e observabilidade

Lyapunov e observabilidade

Considere A tal que todos os seus autovalores tém parte real negativa. Ent3o, a
equacgao
AP+ PA=-C'C

tem solu¢do P tnica definida positiva se e somente se o par (A, C) for observdvel.
Além disso, a solu¢do (chamada gramiano de observabilidade) pode ser expressa como

Wo= [ exp(AB)C'Cexp(AB)df
0
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Lyapunov e observabilidade

MIMO n3o observavel
O sistema
. 0 1 11
v=Ax , y=Cv , A_[—2 _3}, C_[l 1}
possui A com autovalores —1 e —2. A solu¢do da equacdo de Lyapunov é dada por
/ _ 1~ |2 2 . 1 1
AP+PA=-CC= {2 2} = P—O.S[1 1}

que é semi-definida positiva (menores principais lideres 0.5 e 0). Portanto, o sistema é
n3o observavel. De fato, a matriz de observabilidade é tal que

1 1
C 1 1

Obsv(A,C)= | Al=|5 5 = rank(Obsv(A, C)) =1
-2 -2
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Observabilidade e Forma de Jordan MIMO

Observabilidade e Forma de Jordan MIMO
Um sistema MIMO é observavel se, para cada autovalor distinto, os vetores coluna da
matriz C correspondentes a primeira coluna de cada bloco de Jordan associado a esse
autovalor forem linearmente independentes.
W
Observabilidade e Forma de Jordan MIMO
A1 1 0 0 0 0 O]
0 A4+ 0 O O O O
R 0 0 A2 O O O O . 11 2 0 0 2 1
vV=A0=|0 O O A O O O|V,y=Cv=|1 0 1 2 0 1 1|7
0 0 0O O A 1 o0 1 0 2 3 0 2 0
0 0 0O O 0 A 1
|10 0 0 0O 0 0 Ay
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados e Estado Compensadores Sist. Variantes no

Observabilidade e Forma de Jordan MIMO

Observabilidade e Forma de Jordan MIMO

As colunas de C associadas as primeiras colunas dos blocos de Jordan associados a A1
sdo linearmente independentes.

1 2 0
1 1 2
1 2 3

A primeira coluna de C associada a A, € nula

0
0
0

Portanto, o par (A, C) é n3o observavel.
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Contr., Observ. e Est. MIMO

Estabilidade

Um sistema MIMO (Multiple-Inputs Multiple-Outputs) é BIBO (Bounded-Input
Bounded-Output) estivel se entradas limitadas produzem saidas limitadas.

Um sistema MIMO linear invariante no tempo é BIBO estavel se e somente todo
hij(t) (resposta ao impulso) for absolutamente integravel.

Um sistema MIMO linear invariante no tempo é BIBO estdvel se e somente todos os
pblos da matriz de transferéncia possuirem parte real estritamente negativa.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados v. de Estado Compensa es Sist. Variantes no

Estabilidade

Estabilidade e controlabilidade

Para qualquer matriz B tal que
rank(Ctrb(A,B)) =rank ([B AB --- A" 1B])=n
a solugdo da equagdo de Lyapunov
AP+ PA' = —BB'

é Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A
tiverem parte real negativa.

v
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compe

Estabilidade

Estabilidade e observabilidade

Para qualquer matriz C tal que

C
CA
rank(Obsv(A, C)) = rank

I
3

CA-"71
a solucdo da equagdo de Lyapunov
AP+PA=-C'C

é Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A
tiverem parte real negativa.

v
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Contr., Observ. e Est. MIMO eal. de Estados de Estado Compe Sist. Variantes no

Estabilidade e observabilidade 1

Prova:

Primeiramente, mostra-se que se A possui autovalores com parte real negativa e o par
(A, C) é observével, entdo a solugdo € Unica, simétrica e definida positiva.

e A solugdo P é (inica (autovalores de A sdo tais que 4; +4; #0).
e A solugido pode ser expressa como

P:/ exp(A't) C' Cexp(At)dt
0

e Como C’'C é simétrica, P também o é.
o Note que C’C é semi-definida positiva.
Para v # 0, tem-se

oo oo
V' Pv= / Vv exp(A't)C’ Cexp(At)v dt = / | Cexp(At)v|?dt >0
0 0
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compe

Estabilidade e observabilidade 11

e portanto P é pelo menos semi-definida positiva. Por absurdo, suponha que P n3o é
definida positiva, isto é, existe v # 0 tal que

VPv=0 = Cexp(At)v=0Vt

Derivando n—1 vezes em relagdo ao tempo, tem-se

C C
CA CA
exp(At)y =0 = rank| . = rank(Obsv(A,C)) <n
CA-'771 CA.nfl

o que contraria a hipétese de que o par (A, C) é observdvel. Portanto, P é definida
positiva.

Agora, prova-se que se P = P’ >0, ent3o A possui todos os autovalores com parte
real negativa.

Pré multiplicando a equac3o de Lyapunov por (v*)' e pés multiplicando por v, com v
autovetor de A associado ao autovalor 4, tem-se
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Estabilidade e observabilidade 111

(VYA Pv+(v¥) PAv = (A* +1)(v*) Pv = 2Re(1)(v*) Pv = —(v*)'C'Cv = —| Cv||3

Como (v*)'Pv é positivo, basta provar que o vetor Cv é n3o nulo. De fato, como

C Cv
CA ACv
Obsv(A,C)v = } v= )
CA1 Ar1cy

o rank completo da matriz de observabilidade garante que Cv # 0.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Estabilidade e controlabilidade

O sistema
. 0 1 1 1 1 05
v=Av+Bx , y=Cv , A—{_z _3], B—[l 1}, C—L‘; 1’5}
é tal que

1 1 -5 -5

A solugdo da equagdo de Lyapunov é dada por

rank(Ctrb(A, B)) = {1 111 } =2

2 2 3 -1
! __ _ / — _ —
AP+ PA'=—-BB [2 2} = P {_1 1}
que é definida positiva, pois os menores principais lideres s3o positivos (3 e 2),
portanto o sistema ¢é assintoticamente estavel. De fato, os autovalores de A sdo —1 e
—2.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Estabilidade e observabilidade

A solugdo da equagdo de Lyapunov é dada por

, . [0 s [5 25
HPRpR= =0 {5 2.5} = P‘[z.s 1.25}

que é semi definida positiva, pois os menores principais lideres s3o (5 e 0). Nesse caso
o par (A, C) é ndo observavel, pois

1 0.5
3 1.5

Obsv(A,C) = 21 _os| ™ rank(Obsv(A,C)) =1
-3 -15

e, dessa forma, o teste falha para decidir se o sistema é assintoticamente estavel ou

nao.
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Realimentacao de Estados — Sistemas SISO

Considere o sistema linear de dimensdo n sem transmissdo direta (i.e. d =0)

v = Av+ bx
y=cv

Na realimentagdo de estados, a entrada x é dada por

x:r—kv:r—[kl k2 k,-,]v

sendo r um sinal de referéncia, resultando em

v=(A—bk)v+br

O par (A— bk, b) é controlavel para qualquer vetor k € R1X" se e somente se o par
(A, b) também for controldvel.
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Real. de Estados

Prova:
Considere n = 4 e as matrizes de controlabilidade

Ctrb(A,b)=[ b Ab A’b Adb ]
Ctrb(A—bk,b)=[ b (A—bk)b (A—bk)>b (A—bk)3b |

Note que

1 —kb —k(A—bk)b —k(A—bk)2b

Ctrb(A — bk, b) = Ctrb(A, b) g (1) —{(b —k(é;bbk)b
0 0 0 1

e a matriz a direita é ndo singular para qualquer k. Portanto, o rank de
Ctrb(A — bk, b) é igual ao de Ctrb(A, b).
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e Est. MIMO Real. de Estados

Esse resultado também pode ser demonstrado pela definicio de controlabilidade.
Considere vy e v; arbitrdrios. Se o sistema original é controlavel, existe x; que leva de
vp a v; em tempo finito. A entrada r; = x1 + kv, leva o sistema controlado de vy a v;.

Note também que r n3o controla o estado diretamente; r gera a entrada x que é usada
para controlar v. Portanto, se x ndo controla o estado v, r também n3o controla.
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Real. de Estados

Note que a controlabilidade é invariante sob qualquer realimentag¢io de estados,
porém a observabilidade pode ser afetada.

Exemplo: Considere o sistema

v= 12 v+ 0 X
131 1
y=[1 2]v
que é controldvel e observdvel em malha aberta, pois as matrizes

Ctrb(A,b):[(l) ﬂ : ObSV(Am):E ﬂ

possuem rank igual a 2. Definindo a realimentagdo de estados

x:r—[3 1}v
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Real. de Estados

tem-se o sistema de malha fechada

53] [2)
y=[1 2]x

com as matrizes de controlabilidade e observabilidade dadas por

2

Ctrb(A— bk, b) = { >

0 2} , rank=2 Obsv(A,c):[i

1 0 ] , rank=1

e portanto o sistema em malha fechada é n3o observavel.
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Real. de Estados Observ. de Estado Compensa s Sist. Variantes no

Considere o sistema

. 1 1
v:{3 i}v—l—[o}x , x:rf[kl kg]v

cujo polindmio caracteristico é dado por

A(s)=(s—4)(s+2)

Com a realimentagdo de estados, tem-se o sistema em malha fechada

C [1-k 3—k 1
V=13 1 ]V+[o]’

e o polindmio caracteristico
Af(s) =+ (ki —2)s+ (3ky — k1 — 8)

A escolha de ki e ky permite alocar arbitrariamente os autovalores do sistema em
malha fechada.
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Real. de Estados

Considere o sistema de dimens3do n =4

v =Av+ bx
y=cv

cujo polindmio caracteristico é dado por

A(s) = det(sl - A) = st 06353 + (1252 +oys+ap

Se o sistema é controldvel, ent3o existe uma transformacdo v = T{ com

1 a3 a o

0 1 a «o

_ 2 3 3 2

T = [ b Ab Ab A’b ] 0 0 1 a

0o 0 0 1

que leva o sistema a forma candnica controldvel
—03 —0p —01 —0p 1
A e 1 0 0 0 A 0
V=A0+bx= 0 1 0 0 v+ o | ¥

0 0 1 0 0
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado

y=2ev=[Bs B B Po |V

Além disso, a funcio de transferéncia do sistema é dada por

H(s) = Bss® + Bas® + Brs + Po
s*+azsd+ o3+ ous+ap

Prova:

Considere Ctrb(A, b) a matriz de controlabilidade do sistema original e Ctrb(A, b) a do
sistema transformado, com A= T~1AT, b= T~ 1p.

A controlabilidade é invariante com a transformacdo de similaridade e, para um
sistema controlavel, tem-se

Ctrb(A,b) = T 1Ctrb(A,b) = T = Ctrb(A, b)Ctrb(A,b)~*

A matriz de controlabilidade do sistema transformado é dada por

1 —a3 oi—op —3+2030—0
PN _ 2 _
Ctrb(A, b) = 8 (1) f‘3 % as"@
0 0 0 1
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Real. de Estados

e sua inversa é

1 a3 o o

0 1 a3 o
Ctrb (A b 0 o0 1 o

0 O 0 1

Como conclusdo, T = Ctrb(A, b)Ctrb(A, )1 é a matriz de transformacio de
similaridade.
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Real. de Estados

Note que a fungdo de transferéncia do sistema transformado é dada por

3
H(s)=6(sl—2\)_lf)=ﬁ[ﬁ3 B2 Br Bo ] S_:
1

A(s)=s*+ o35>+ a3 + s+ o

que, por sua vez, é também a fungdo de transferéncia do sistema original.
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Contr., e Est. MIMO Real. de Estados

Se o sistema
v =Av+ bx

y=cv
é controlavel, entdo com a realimentacao de estados x = r — kv pode-se alocar
arbitrariamente os autovalores de A— bk (desde que autovalores complexos aparecam
em pares complexo conjugados).

Prova:
Conside n=4. Se o sistema é controldvel, entdo pode ser colocado na forma candnica

_ao

O OO+

0
0
0

y=2ev=[Bs B B Po |V
com A= T AT e b= T—1b. Substituindo v = T na lei de controle, tem-se

x=r—kv=r—kTov=r—kv , k=kT
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Compe Sist. Variantes no

e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado

Como A— bk = T~Y(A— bk)T, as matrizes (A— bk) e (A— bk) sdo similares (tém os
mesmos autovalores).

Especificados os autovalores do sistema em malha fechada, pode-se formar o
polindmio caracteristico do sistema em malha fechada

Af(s) = s* + 353 + @ps® + s+ g
Se k ¢ escolhido
/?:[ a3—03 Op—0p O1—01 Og—0p ]

a equagdo dindmica em malha fechada fica

-3 —0p -0 —0o 1
b=(A-bhsabr=| ¢ 0 2 0 few|o]r
0 0 1 0 0

e o polindmio caracteristico de (A — bk) (que é igual ao de (A— bk)) é dado por
Af(s).
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Real. de Estados

O ganho de realimentagio de estados k que faz a alocacido desejada pode ser
computado

~

k=kT 1 =kCtrb(A,b)Ctrb(A, b)~*
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Exemplo I
Considere o modelo linearizado de um péndulo invertido
01 0 O 0
. 0 0 -1 0 1
"“loo o 1|Y"| o |¥
0 0 5 0 -2

y=[1 0 0 0]v
Trata-se de um sistema controlavel, cujo polindmio caracteristico é
A(s) =s%(s> —5) = s* +0s° — 55+ 05+ 0

Construindo a transformagdo de similaridade que coloca o sistema na forma candnica
controldvel
T = Ctrb(A, b)Ctrb(A, b)~*

com
0o 1 0 2 10 -5 0
|1 0 2 o sl |01 0 -5
Cb(Ab)=| o S, &5 10| s GB@BT=| . o 5

-2 0 -10 O 00 O 1
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Exemplo I1

tem-se
0o 1 0 -3 0 0 0 -3
|1 0o -3 0 4 1l 0o 0 =3 o0
= 0 -2 0 0 T =% 0 -2 0 -1
-2 0 0 © -2 0 -1 o0

A alocagdo desejada (—1.54+0.5j, —1+j) produz o polindmio caracteristico em malha
fechada

Af(s)=(s+1.5-05/)(s+1.540.5)(s+1—j)(s+1+j) =s*+553+10.55>+115+5
e o ganho k é dado por

k=[ (5-0) (105+5) (11-0) (5-0) ]=[5 155 11 5 |

implicando em

k=kT'=[ -5/3 -11/3 -103/12 -13/3 ]
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Formula de Ackermann 1

Considere o sistema de dimens3o n
v =Av+ bx

y=cv

O ganho k € R1*" da lei de controle x = r — kv que aloca os autovalores de A — bk
nas raizes do polinémio Af(s) é dado por

k=€, Ctrb(A,b) *Ar(A) , e,=[0 0 - 1]

Prova:
Considere n =4, a matriz de controlabilidade do sistema original

Ctrb(A,b)=[ b Ab A?b A%b |
e o sistema transformado v = TV com

1 a3z O 07
0 1 a3 O
0 0 1 o3
0 0 0 1
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Obse Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Foérmula de Ackermann 11
que possui a forma canénica controlavel

—03 —0 1 —0

<>-
Il

—a
0
0
1

OO O~

(04

1 0 0
0 1 0
0 0 0

y=[Bs B2 B Bo ¥

A relagdo entre a matriz de controlabilidade do sistema original e a do transformado é

dada por
Ctrb(A,b) = T 1Ctrb(A,b) , T = Ctrb(A, b)Ctrb(A,b)~*
com
1 —oa3 (X%—OQ —0633+2(X3(X2—061
s | 0 1 —a3 a2 —op
Ctrb(A, b) = 0 o 1 "
0 0 0 1

No caso geral, a tltima linha da matriz Ctrb(A, b) tem a forma

e,=[0 0 0 - 1]
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compe

Formula de Ackermann 111

Para a alocagdo desejada, define-se o polindmio caracteristico do sistema em malha
fechada

As(s) = st 56353 + a252 + s+ 0
que deve ser igualado com
det(sl — A+ bk) = s* + (03 + k1 )53 + (02 + ko )s? + (o + k3)s + (ot + ka)

e, portanto,
k= [ 03—03 Op—0p Q1—0qp Qgo—0p ]
Como, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, toda matriz dindmica satisfaz sua equagio
caracteristica, tem-se
A"t 1 A" o, AT g Aol =0

Utilizando os coeficientes do polindmio de malha fechada, pode-se formar o polindmio

Ap(A)= A"+ G 1 A" 4 @y A2 4 4 B

Substituindo-se A" obtido a partir da equag3do caracteristica, tem-se
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Real. de Estados

Formula de Ackermann IV

Ar(A) = (Op-1— Qn1)A" 1 + (@2 — 0tp—2) A" 2+ -+ (80 — )

Levando em conta a estrutura particular de A, observa-se que

A=[0 0 0 - 1 0]=¢,,
e conseqlientemente
(yA)A=e,A>=[0 0 0 --- 1 0]JA=[0 0 - 0 1 0 0]=¢e,,
implicando

AT =[1 0 - 0 0]=¢f
Portanto, multiplicando Af(A) por e}, tem-se
enAr(A) = (8n-1— 0n-1)e] +(Gn—2 — 0p—2)es + -+ (8o — )€,

=kiel +hoes+-+knef=[ ki ko - ky | =k
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Real. de Estados

Formula de Ackermann V

Como k=kT1 e T1 = Ctrb(A, b)Ctrb(A, b) 1, tem-se

k=e Ar(A)T =€ Ar(TLAT)T !
= e, T 1Af(A) = e],Ctrb(A, b)Ctrb(A, b) "1 Af(A)

ou, como e, Ctrb(A, b) = e/, chega-se a

k = €| Ctrb(A, b) 1 Af(A)
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados v. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Computo do ganho k pela equagao de Lyapunov I

Considere o sistema de dimens3o n
v=Av+bx , x=r—kv

Se o par (A, b) for controldvel, a determina¢do de um ganho k tal que (A — bk) tenha
os autovalores desejados (desde que ndo coincidam com nenhum dos autovalores de
A) pode ser feita a partir da equagio de Lyapunov:

@ Escolha uma matriz F € R™" com os autovalores desejados;
© Escolha k arbitrério tal que (F, IA() seja observavel,
© Obtenha a solucgio tinica T da equacio de Lyapunov

AT — TF = bk

@ O ganho k é dado por
k=kT !
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Computo do ganho k pela equagao de Lyapunov II

Prova:
Para T nao singular, k = kT e AT — TF = bk implicam
(A-bK)T=TF & (A—bk)=TFT!

e portanto (A— bk) e F s3o similares (mesmos autovalores). Se A e F n3o tém
autovalores comuns, existe uma tnica solugdo T para qualquer k. Caso A e F tenham
algum autovalor comum, a solu¢do T pode existir ou ndo (depende de bk).

Se A e F n3o tém autovalores em comum, entdo a tnica solu¢do de AT — TF = bk é
ndo-singular se e somente se (A, b) é controlavel e (F, k) é observavel.
Para verificar essa afirmac3do, considere n =4 e o polinémio caracteristico de A dado
por
A(s) = s*+ o353 + 0ps? 4+ ogs+ ag

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se

A(A) = A* + a3 A3+ 0 A% + o A4l =0
Considere agora o polindmio matricial A(F)

A(F):F4+063F3+O£2F2+OC]_F+OCQ|



Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Computo do ganho k pela equagao de Lyapunov I11

e note que, se A; é um autovalor de F, entdo A(Z,-) é um autovalor de A(F), pois
Fv=2%v, F2v=Flv=22%v
A(F)v = (F*+ a3F3 + aF? + an F + apl)v

= (A} + asA? + A2 + ardi + agl)v = A(A)v
Como A e F ndo tém autovalores em comum, A(i,-) # 0 para todo autovalor de F.
Além disso, como o determinante de uma matriz é igual ao produto de seus
autovalores, tem-se

det A(F) = HA

e portanto A(F) é n3o singular.

Substituindo AT = TF + bk em A2T — TF2, tem-se

AT — TF? = A(TF + bk) — TF? = Abk + (AT — TF)F = Abk + bkF
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Computo do ganho k pela equacao de Lyapunov IV

De maneira similar, obtém-se o conjunto de equac¢des

IT-TI = 0
AT—-TF = bk
AT - TF?2 = Abk+bkF
MT-TF3 = A?bk+ AbkF + bkF?
AT —TF* = A3bk+ A2bkF + AbkF2 + bkF3

Multiplicando a primeira equagdo por g, a segunda por ¢, a terceira por 0, a
quarta por 3, a dltima por 1, e somando todas, tem-se (lembrando que A(A) =0)

o O 03 1 Ak
AAT-TAF)=-TA(F)=[ b Ab A2b A3b | Z; e (1) 8 :FFZ
1 0 0 0] kr

Se (A, b) é controldvel e (F, k) é observivel, as matrizes acima s3o n3o-singulares, e
como A(F) # 0, necessariamente T é n3o singular.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes n

Para a determinacdo de um ganho de realimentagdo de estados utilizando a equagdo
de Lyapunov, é necessério escolher F e k. Por exemplo, F na forma companheira e

k=[1 0 0 0]

ou F na forma modal e k com ao menos um elemento diferente de zero associado a
cada bloco diagonal (para garantir a observabilidade do par (F, k).

Exemplo: Considere novamente o modelo linear para o péndulo invertido e a alocagdo
—1.54+0.5j e —1+. Escolhendo F na forma modal

11 0 o0
1 -1 0 o0 .
F=| o o _15 o5 | + k=[1 0 1 0]

0 0 —-05 -15

e resolvendo com o Matlab, tem-se

k= —1.6667 —3.6667 —8.5833 —4.3333 |
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e Est. MIMO Real. de Estados

Note que o ganho (para uma dada alocagdo) é dnico em sistemas SISO. Os comandos
do Matlab place (se os autovalores forem distintos) ou acker podem ser usados para
o computo de k.

Um sistema n3o controldvel, descrito pelo par (A, b), pode ser escrito por meio de
uma transformacg3do de similaridade na forma

s )=ls Rl s )
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Real. de Estados e Variant:

Sistemas estabilizaveis [

A alocag3o arbitraria dos autovalores de A— bk sé pode ser feita se o par (A, b) for
controldvel, pois os modos ndo controlaveis ndo sido afetados pelo ganho k.

O sistema é denominado estabilizdvel se todos os modos n3o controldveis forem
estaveis.

Prova:
Considere um sistema n3o controldvel (isto é, nem todos os autovalores podem ser
arbitrariamente alocados em malha fechada). A equag3o de estado pode ser

transformada em
;Vc _ Ac /_412 Ve Bc
=l R )
com (Ac, bc) controlavel. Como a matriz A é bloco triangular, os autovalores de A s3o

os autovalores das matrizes Ac e Ac.
A realimentagdo de estado

x

I
-

I
x>
<

I
-

I
x

2
3>
[ — |
'S
| I
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Real. de Estados

Sistemas estabilizaveis 11

produz o sistema em malha fechada

?c _ Ac - Bci(l A12 - Bci;2 Ve + Ec r
Ve 0 Az vz 0

Os autovalores de Az ndo s3o afetados pela realimentacdo de estado. Se Az é estdvel,
o sistema é estabilizavel.
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e Est. MIMO Real. de Estados

Sistemas MIMO

Considere o sistema
v=Av+ Bx
y=Cv

Com a realimentagdo de estado dada por

x=r—Kv , KecRP*"

tem-se

v=(A—BK)v+Br
y=Cv

pxn

O par (A— BK, B) é controlavel para qualquer K € R se e somente se o par (A, B)

for controldvel. )

Os autovalores de (A— BK) podem ser arbitrariamente alocados (desde que os
autovalores complexos aparecam em pares conjugados) pela escolha apropriada de K
se e somente se (A, B) for controldvel.
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Real. de Estados e Estado /ariantes no

Projeto ciclico

O problema MIMO é transformado em um problema SISO e ent3o aplica-se o
resultado de alocacdo de sistemas monovaridveis.

Matriz ciclica

Uma matriz A é ciclica se seu polinémio minimo é igual ao polindmio caracteristico. O

polinémio minimo de A é o polindmio Ap(A) de menor grau tal que Ap(A) =0.

Em termos da forma de Jordan, uma matriz é ciclica se e somente se houver um (nico
bloco de Jordan associado a cada autovalor distinto.

Se o par (A, B) é controlavel e A é ciclica, entdo para quase todo vetor & € RP*!, o
par (A, B&) é controlavel.
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Contr., Ob e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensad

Projeto ciclico 1

Prova:
Considere
2 1 0 0 O 0 1 x
021 0 0 00 x
A=|l0 0 2 0 0 |,B=|1 2 ,Bé:B[él]: a
000 -1 1 4 3 & x
000 0 -1 0 1 B

H4 apenas um bloco de Jordan associado a cada autovalor e portanto A é ciclica; a
condigdo para que o par (A, B) seja controldvel é que a terceira e a (ltima linhas de B
sejam nao nulas.

A condig3o para que (A, BE) seja controldvel é que ¢ #0 e § #0. Como

a=§6+25 , B=&

ou & ou f valem zero se e somente se & = & =0 ou & = —2&,. Qualquer outra
escolha do vetor £ torna o par (A, BE) controldvel.
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Real. de Estados

Projeto ciclico I1

A condi¢cdo de que a matriz A seja ciclica é essencial. Por exemplo, o sistema
2 1 0 2 1
A=|0 2 0 , B=]10 2
0 0 2 1 0
é controldvel mas n3o existe £ tal que (A, B&) seja controlavel.

Note que possuir autovalores distintos é uma condic3o suficiente para a matriz A ser
ciclica.
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e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de E:

Projeto ciclico 1

Se (A, B) é controldvel, entdo para quase toda matriz constante K € RP*", a matriz
(A— BK) tem autovalores distintos e, conseqiientemente, é ciclica.

Prova: considere n =4 e o polindmio caracteristico de A— BK
Af(s) = s* + o353 + s + oy s+ o
cujos coeficientes sdo fungdes dos elementos k;; da matriz K.

Se A— BK tiver autovalores (que sdo raizes de A¢(s)) iguais, entdo esses autovalores
também s3o raizes do polindmio que é a derivada de Af(s)

Al (s) =453 + 3352 + 205+ a1
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compe Sist. Variantes no

Projeto ciclico I1

Se A¢(s) e Al(s) tém raizes comuns, ento os polindmios n3o sdo coprimos. A
condi¢3o necessdria e suficiente para que os polinémios n3o sejam coprimos é que a
matriz de Sylvester associada seja singular, isto é,

op 0 0 0 0 0
o 20 0p o 0 0

0
0
ap 303 o1 200 Qo 041 0
o3 4 a 303 op 20 o9 o
det 1 0 o3 4 a 303 a1 20 - f(kij) =0
0 0 1 0 o3 4 o 303
0 0 0 0 1 0 o3 4
0 0 0 0 0 0 1 0

Entre todas as possiveis escolhas para kjj, hd pouca probabilidade de que f(k;;) = 0.
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e Est. MIMO Real. de Estados

Projeto ciclico

O procedimento para a alocag¢do dos autovalores de (A— BK) é dado por:

@ Se A nio for ciclica, introduzir a realimentagdo x = w — Ky v tal que
A= A— BKj seja ciclica.

v=(A—BK;)v+Bw = Av + Bw

@ Como (A, B) ¢ controlavel, (A,B) também o é. Assim, existe um vetor & tal que
(A, B&) é controldvel.

@ Determine o ganho k € R1*" que aloca os autovalores de A— BEk nas posicdes
desejadas e define a lei de controle para o sistema transformado

w=r—Kyw, Kb=Ek
A lei de controle do sistema original é dada por

x=r—(Ki+K)v=r—Kv
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Observadores de Estado

A realimentacdo de estados pressupde que os estados v s3o disponiveis, o que nem
sempre é possivel. Além disso, pode existir limitacdo quanto ao nimero de sensores ou
medidores no sistema.

Quando os estados ndo estdo disponiveis, observadores de estado podem ser utilizados

para estimar os valores de v. Observadores s3o estimadores do estado para sistemas
deterministicos.

Material Complem
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Sistemas SISO 1

A Figura 2 apresenta o observador de estados como proposto por Luenberger em
1964. Note que supde-se o conhecimento da entrada e da saida do sistema, e também
que o modelo representa de maneira acurada o sistema fisico.
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Observ. de Estado

Sistemas SISO II

X

Material Complementar

Figura :
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b
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Observador de estados.
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e Est. MIMO eal. d Observ. de Estado

Sistemas SISO 111

O observador é construido a partir da escolha da matriz £. A justificativa para essa
estrutura vem do fato de que o erro

e=v—vVv

¢ assintoticamente nulo se todos autovalores da matriz A— {c tiverem parte real
negativa. De fato,

v=Av+bx , y=cv
V=A0+bx+Lly—9) , y=cb
V=(A—Lc)V+bx+ly
e=v—0=(A—tlc)(v—0)=(A—Lc)e
Portanto, a dindmica do erro é descrita por um sistema auténomo, isto é,
independente da entrada. Além disso, alocando apropriadamente os autovalores de

A —/lc, pode-se controlar a taxa com que o erro tende a zero.
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Sistemas SISO IV

Os autovalores de (A—¢c) podem ser alocados arbitrariamente pela escolha de um
ganho / se e somente se o par (A, c) for observével.

Prova: por dualidade, se (A’,c’) é controldvel, ent3o os autovalores de (A’ — c’k)
podem ser alocados arbitrariamente. Basta fazer ¢ = k.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Computo do estimador pela equagdo de Lyapunov

Considere o sistema de dimens3o n
v=Av+bx , y=cv
© Escolha uma matriz F € R"*" estdvel com os autovalores desejados (distintos de
A).
@ Escolha ¢ arbitrério tal que (F,/) seja controldvel.
© Obtenha a solucio tinica T da equacio de Lyapunov

TA—FT = (c
@ A equacio de estado
z=Fz+ Thx+ Uy
V=T"1z

gera um estimador para v.
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Observ. de Estado

Se A e F n3o tém autovalores em comum, ent3o a lnica solugdo de TA— FT =/{c é
ndo-singular se e somente se (A, c) é observavel e (F,{) é controlavel.

Definindo e=z—Tv
é=2z—TVv=Fz+ Tbx+/{lcv— TAv— Thx
e, como TA= FT +/{c, tem-se
é=Fz+Llex—(FT+lc)x=F(z—Tv)=Fe

Se F é estavel, e(t) — 0 quando t — 4o, e z— Tv, e portanto 71z é um estimador
para v.
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Observ. de Estado

Estimador de estado de ordem reduzida

Considere o sistema
v =Av+ bx

y=cv
Sistemas observaveis podem ser colocados na forma canénica observavel. Por
exemplo, para n=4, tem-se

—a3 1 0 O ﬂ3
. — 0 0 1 0 ﬁz
Sl 00 1 |V B |

- 0 0 O [30

y=[1 0 0 0]v
Note que a saida y(t) é a primeira varidvel de estado, e portanto pode-se construir um
estimador de estado apenas para as demais varidveis v;, i =2,3,...,n
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Estimador de ordem reduzida pela equagdo de Lyapunov

@ Escolha F € R(-1Dx(7=1) estivel com autovalores distintos de A.
@ Escolha ¢ arbitrario tal que (F,¢) seja control3vel.
© Obtenha a solugio tnica T € R(=1)xn dq equacdo de Lyapunov TA— FT = {c

@ A equacio de estado (n—1)-dimensional estima v

z=Fz+ Thx+y

[T
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Observ. de Estado

Note que a equagido

pode ser escrita
y LS IS
= v
e portanto y =cv e z= TV. Entdo, y é um estimador para cv e z para Tv, pois
e=z—Tv

é=z—Tv=Fz+ Tbx+/{cv— TAv— Thx = Fe

e, novamente, se F é estavel, entdo e(t) — 0 quando t — +oo.
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Observ. de Estado

Se A e F n3o tém autovalores em comum, entdo a matriz quadrada

5]

com T solugdo tnica de TA— FT = {c é n&o singular se e somente se (A, c) for
observavel e (F,¢) for controldvel.
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Contr., Obse e Est. MIMO eal. de Estado Observ. de Estado

Realimentacao a partir dos estados estimados 1

Considere o sistema

v = Av+ bx

y=cv

Se (A, b) é controlavel, a realimentaco de estados x = r — kv aloca arbitrariamente os
autovalores de (A— bk).

Entretanto, o vetor de estado nem sempre estd disponivel para a realimentac3o. Nesse
caso, pode-se construir um observador de estados.

Se (A, c) é observavel, um observador de estados de ordem completa ou reduzida com
autovalores arbitrarios pode ser construido. Por exemplo, o estimador de ordem n
dado por

V=(A—Lc)V+bx+ly
A escolha de £ (ou melhor, dos autovalores de (A —{c)) determina a taxa com que o
estado estimado ¥ converge para o estado do sistema.
A realimentacao dos estados estimados produz

~

x=r—kv
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Observ. de Estado

Realimentacao a partir dos estados estimados I1
e, combinando as equag¢des, tem-se
v =Av— bkV+ br

U= (A—Llc)0+b(r—kv)+Llev

que é um sistema de dimens3o 2n, que pode ser escrito
vi|i_[ A —bk am b
T tc A—tc—bk || ¥ b|"

i olf3]

Definindo uma transformag3do de similaridade
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Observ. de Estado

Realimentacao a partir dos estados estimados I11

tem-se [H:[A—Obk A’i"k][:h[g]r
y=le 0| ]

Note que os autovalores da matriz dindmica do sistema aumentado s3o a unido dos
autovalores de (A— bk) e (A—{c). Portanto, o estimador n3o altera os autovalores
nem tem seus autovalores modificados pela conexdo. Essa propriedade é conhecida
como o principio da separac¢3o.

Material Complementar IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 80/126



Contr., Observ. e Est. MIMO eal. de Estados Observ. de Estado Compe Sist. Variantes no

Realimentacao a partir dos estados estimados IV

Além disso, o sistema aumentado é n3o controldvel (forma candnica), e a fung¢do de
transferéncia do sistema é igual a da equagdo

v=(A—bk)v+br , y=cv

dada por
Ge(s) = c(sl—A+bk) b

Ou seja, na fungdo de transferéncia n3o aparece o estimador.

De fato, no cémputo de fun¢des de transferéncia, as condi¢cdes iniciais sdo assumidas
iguais a zero e, portanto, v(0) = ¥(0) =0 o que garante que v(t) = ¥(t) para todo t.
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e Est. MIMO eal. de Observ. de Estado

Sistemas MIMO

Considere o sistema
v=Av+Bx , y=Cv
O estimador de ordem completa (isto é, a dimensdo de ¥ é a mesma de v) é dado por
V=(A-LC)0+Bx+Ly
A dindmica do erro é descrita pela equagdo auténoma
ée=(A-LC)e

Se (A, C) é observavel, entdo todos os autovalores de (A— LC) podem ser
arbitrariamente alocados pela escolha de L (determinando assim a taxa com que ¥
converge para v).

O ganho L do estimador pode ser computado pelos mesmos métodos utilizados para o
célculo do ganho K do controlador (dualidade).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Estimadores de ordem reduzida 1

Considere novamente o sistema
v=Av+Bx , y=Cv

com rank(C) = q. Defina a transformagdo de similaridade

com R € R("a)%n escolhida de maneira a que exista P~ = Q, que por sua vez pode
ser particionada na forma

Q=P = Q| Q] . QeR™ , @eR™(9

Como QP =1, tem-se

_po_]| € [ €] [l o
R P ICIC R b= A R R

Aplicando a transformacio de similaridade v = Q¥ = P10 no sistema, tem-se
v =PAP 17+ PBx
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Contr., Observ. e Est. MIMO eal. de Estados Observ. de Estado Sist. Variantes no

Estimadores de ordem reduzida 11
y=CPlv=CQu=|[1g 0]v

ou, reescrevendo em termos das parti¢Ges,

] [ An A %] B,
a LA s eE ]
y=[1lg 0]v=wn , neR? | peRr

Como a saida y do sistema transformado coincide com os g primeiros estados vy,
apenas os demais n— g elementos do vetor v precisam ser estimados.

A equagido de estados pode ser reescrita como
v =A11y +Appn + By x
Vy = Apis + Ag1y + Bax

e, definindo-se
x=Any+Box , w=y—Any—Bix
tem-se _ B
Vp=Ann+x , w=Aph
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Estimadores de ordem reduzida I11

O par (A, C) (ou o par (A, C)) é observavel se e somente se o par (A, A1p) é
observavel.

Portanto, existe um estimador para ¥» na forma

Vo = (A2 — LA12) 02 + Lw + % = (Ago — LA12) o + L(j — Ar1y — Bix) + (Aory + Box)
Definindo z = ¥» — Ly, tem-se
z= (A2 — LA1)(z+ Ly) + (Aa1 — LA11)y + (Ba — LB1)xu
7= (Ap—LAp)z+ ((7422 —LAp)L+ (A2 — Lz\n)))’-l— (B2 —LBy)x
sendo que z+ Ly é uma estimativa de .

Com o erro dado por
e=V,—(z+Ly)
a equagao dindmica do erro é
e=1v,— (2+ Ly) = (A22 — LA12)e
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Contr., Observ. e Est. MIMO eal. de Estados Observ. de Estado Compe Sist. Variantes no

Estimadores de ordem reduzida IV

Como o par (/2\2272\12) é observavel, os autovalores de Ay — LA podem ser alocados
arbitrariamente.

O estado estimado é composto pela informagdo precisa obtida da saida y mais a

estimativa z+ Ly, isto &,
_[w]l_[_v»
Tl || Ly+z

Nas coordenadas originais, tem-se

<p
iy

v=P=0Qi=] & Qz][[y}:rz]:[Ql 02][If |n(quy}

Os autovalores de Ay» — LA1> podem ser alocados pela escolha de L, usando-se os
mesmos métodos utilizados para célculo de realimentagdo de estados.

Material Complementar 1A888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 86/126



Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Estimador de ordem reduzida pela equagdo de Lyapunov

Considere um sistema de dimens3o n e g saidas, com o par (A, C) observével e C de
rank q.

@ Escolha F e R("a)*(n=9) estivel arbitraria mas com autovalores diferentes
daqueles de A.

@ Escolha L € R("9)%4 tal que (F, L) seja controlavel.
© Obtenha T € R(n—q)xn solug¢do dnica da equagdo de Lyapunov

TA—FT =LC

ot

for singular, retorne ao passo 2 e repita o processo para outra matriz L. Se P for
n3o singular, a equacdo de estado de ordem n—q

@ Se a matriz quadrada

C -1
2= Fz+ TBx+Ly, \7:[ } {y}

produz um estimador para v.

v
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Observ. de Estado

Da equagio do estimador, tem-se y = C¥ (y portanto estima Cv) e z=T¥.
Definindo e = z— Tv, tem-se

é=z—TVv=Fz+TBx+LCv—TAv—TBx=Fz+(LC-TA)v=F(z— Tv) = Fe

Se F é estdvel, e(t) — 0 quando t — +oo e portanto z é um estimador para Tv
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e Est. MIMO Observ. de Estado Comy Variantes no

Se A e F n3o tém autovalores em comum, entdo a matriz quadrada

com T solugdo tnica de TA— FT = LC é n3o singular somente se (A, C) é observavel
e (F,L) é controlavel.

Condi¢&o apenas necessaria. Dado um par (A, C) observavel, é possivel escolher (F, L)
controldvel e obter P singular.
v
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Observ. de Estado

Considere o sistema n dimensional

v=Av+ Bx
y=Cv

e o estimador de ordem n—gq

z=Fz+4+ TBx+ Ly

<[] [2]

Particionando a inversa de P na forma
Pl=[Q Q]

com Q; € R™9 e @, € R™(n—9) isto &,

(& @ ]{ H:olcsz:l
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

pode-se re-escrever o estimador de ordem n—gq
z=Fz+4+ TBx+ Ly
V=Qy+ @z
Se o estado do sistema n3o estiver disponivel para realimentacio, pode-se utilizar o

estado estimado ¥
x=r—KiV=r—KQry — KQyz

Vv=Av+B(r— KQiy — KQz) = (A— BKQ1C)v — BKQxz + Br
z=Fz+ TB(r— KQiy — KQxz)+ LCv = (LC— TBKQ:C)v+ (F — TBKQ:)z+ TBr

A equagio do sistema aumentado (dimensdo 2n— q) é dada por

v A—-BKQ:C —BKQ@> v B
z || LC—TBKQ:C F—TBK®; z + 18 |"

mre o]
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Observ. de Estado

ou, utilizando uma transformag3o de similaridade

MR I

que, usando a equacdo TA— FT = LC e as particdes Q1 e Q> da inversa de P, produz
v | | A-BK —BKQ % B
B R 1P A L

v
y=[¢c 0] { v }
Assim como no caso SISO, vale o principio da separa¢do e a matriz de transferéncia

de r para y é dada por
Ge(s) = C(sl—A+BK) !B
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Compensadores

Compensadores

De maneira geral, o projeto de um sistema de controle consiste em determinar o sinal
de entrada x para que a saida y tenha um certo comportamento em relag3o a
referéncia r, como ilustrado na Figura 3.

— B Sistema  Er——

Figura : Sistema de controle.
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Compensadores

Na estratégia mostrada na Figura 4, denominada controle em malha aberta, o sinal de
atuagdo x depende apenas do sinal de referéncia r e do controlador C(s) para alterar
o comportamento da planta H(s). O esquema é sujeito a ruidos, incertezas e

imprecisoes.
R(s) X(s) Y(s)
— C(s) > H(s) —

Figura : Controle em malha aberta.
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e Est. MIMO Real. de E: 0 de Compensadores

Estratégias em malha fechada utilizam informa¢Ses do que estd acontecendo com a
planta (geralmente, um sinal de saida) para influenciar o comportamento do
controlador, como por exemplo no esquema de realimentag3o unitdria mostrado na
Figura 5.

R(s) Y(s)
p (1) C(s) H(s)

-1

Figura : Realimentag¢do unitaria com ganho feedforward p.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

O ganho constante p (chamado de feedforward) e o compensador C(s) devem ser
projetados para garantir um certo comportamento em malha fechada. O sinal de
controle (entrada de H(s)) é dado por

X(s) = C(s)(pR(s) = Y (s))
e a fungdo de transferéncia em malha fechada é

C(s)H(s) B(s)

_ _ N(s)
C() =PI cEHE) <~ )

D(s)

B(s)N(s)

= G(s) P A(5)D(s) + B(s)N(s)

H(s)=

Note que a dindmica do sistema controlado é governada pelos pdlos em malha
fechada, e que o controlador ndo afeta os zeros do sistema original.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Fragdes coprimas

O sistema racional préprio H(s) dado por

H(s) = N(s) _ Bms™ 4+ Bm_15™ L+ 4+ Bis+Bo
D(s) ST+ 0,15+ s+ o
possui pdlos e zeros coincidentes (isto é, pode ser simplificado e reescrito como uma

razdo de polindmios de graus menores do que m) ou, equivalentemente, N(s) e D(s)
n3o sio coprimos se e somente se det(S) =0, com a matriz S € R>™*2™ dada por

@ fo O O O 0 --- 0 0

o P o P O O -+ 0 O
s—|w B o P a Po - O O

O 0 0 0 0 0 1 B
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes nc

Prova: se H(s) puder ser simplificada, entdo

N(s)  Bms™+Bm-15" 1 +---+B1s+ o
D(s)  s™M+am_1s" 14 +ars+ o

B(s)  bm-15™ '+ bm 2s™ 2+ - +bis+hy
= = = N(s)A(s)—D(s)B(s)=0
A(S) am,ls"’*l+am,2s’"*2+4..+315+30 (S) (5) (S) (S)

com os coeficientes a;, b; a determinar. Multiplicando e igualando os termos de
mesma poténcia em s, tem-se o sistema de 2m equagdes com 2m incégnitas

SN
o PBo O 0 0 o --- 0 O ag
ap P g B O O 0 0 —by
o P oo P oo Po 0 o0 a |—g
0 0 0 0 0 0 1 Bml |—bm-1

L am—1

que possui solucdo diferente da trivial se e somente se det(S) =0. A matriz S é
chamada de matriz de Sylvester associada a planta H(s) = N(s)/D(s).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Propriedade
Considere o esquema de realimentacdo unitaria mostrado na Figura 5, com

N(s) _ B(s)

H9 =56 - 9= A

e fungdo de transferéncia em malha fechada dada por

B 1 B pB(s)N(s)
G(s)=p 14 C(s)H(s) ~ A(s)D(s)+ B(s)N(s)

Existem A(s) e B(s) que alocam arbitrariamente os pélos em malha fechada se e
somente se os polindmios N(s) e D(s) forem coprimos.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Prova:
Os pélos em malha fechada sdo dados pelas raizes do denominador de G(s), isto €, de

F(s) = A(s)D(s)+ B(s)N(s)

e se houver um fator comum, por exemplo, um zero e um pélo em —c, D(s) e N(s)
podem ser fatorados em termos de (s+ ). Nesse caso, sé existe solucio se F(s)
apresentar o mesmo fator comum (e portanto a alocag3o n3o € arbitréria).

Uma solugdo para a alocacdo dos pdlos em malha fechada nas raizes de F(s) pode ser
obtida a partir da identidade de Bézout, isto é, obtendo-se A(s) e B(s) tais que

A(s)D(s)+ B(s)N(s) =1

e multiplicando a equag3o acima por F(s) para determinar A(s) = F(s)A(s) e

B(s) = F(s)B(s).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados 0 Compensadores Sist. Variantes no

Exemplo I
Note que sempre existem A(s) e B(s) tais que

A(s)D(s)+ B(s)N(s) =0

(por exemplo A(s) = —N(s) e B(s) = D(s)), e que uma solugdo geral para a equagio

F(s) =A(s)D(s)+ B(s)N(s)

é dada por

A(s) = A(s)F(s) + Q(s)A(s) , B(s) = B(s)F(s)+Q(s)B(s)
com Q(s) arbitrario e A(s), B(s) tais que A(s)D(s)+ B(s)N(s) =1.

Considere D(s) =s?—1, N(s) =s—2 e F(s) = s> +4s% + 65 +4. Da identidade de
Bézout tem-se 1 1
~5(P 1)+ 5(s+2)(s-2) =1

e portanto
1
A(s) = 5(53 +452+65+4)+ Q(s)(—s+2)
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Exemplo I1

B(s) = *%(s+2)(s3 +45%+65+4)+ Q(s)(s* — 1)

é solugdo geral para a equagdo do compensador, com Q(s) arbitrario.
Como em geral o custo de implementacg3o é proporcional a ordem do controlador,
solugBes com ordem elevada podem n3o ser convenientes. Uma escolha para Q(s) é
dada por
Q(s) = (s®> +6s5+15)/3
que implica em
34 _ —225-23

A(s):s—i—? , B(s) 3
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Alocacao de pdlos

Considere um sistema racional préprio dado por

N(s)

H(9)= Bs)

com N(s) e D(s) coprimos de grau m. Ent3o, os m+/ pélos de malha fechada da
estrutura de realimentagdo unitdria mostrada na Figura 5 podem ser arbitrariamente
alocados por um controlador préprio de grau ¢ se e somente se

{>m-—1

Prova:
Considere H(s) e C(s) dados por

ﬁ252+/315+ﬁ0 bis+ bo
H(s) =G50 €)= ———
sc+o1s+ 0 ais—+ap

A equag3o de alocagdo de m+ ¢ =3 pdlos em malha fechada (raizes do polinémio
F(s)=s3+hs?+fis+fy) é dada por
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

(s?+ous+ag)(ars+ao) + (B2s> + Bis+ Po) (bis+ bo) = s3> + Frs® + fs +

Igualando os termos de mesma poténcia em s e re-escrevendo em forma matricial,
tem-se

adp Po 0 O] [ao fo

o B ao Pol| |bo fi

= . Sc=f
1 B o B |a& f2 ‘
0 0 1 Bl |k 1

que é um sistema de m+{+1 =4 equa¢des com 2(¢+ 1) =4 incégnitas. Neste caso,
a matriz S € R*** ¢ a matriz de Sylvester 2m x 2m associada aos polinémios coprimos
N(s) e D(s) e tem rank pleno igual a 4. Como conseqiiéncia, a solug3o é dnida, dada
por c = S~1f.

No caso geral, para que o sistema de equa¢des A(s)D(s)+ B(s)N(s) = F(s) tenha

solugdo com F(s) arbitrario, a condicdo necessdria e suficiente é que o sistema de
equagdes resultante tenha rank completo de linhas, o que requer

2U+1)>m+l+1 =(>m—1
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e Est. MIMO e d de Compensadores Variant:

Note que, por construgdo, o rank completo de linhas m+ ¢+ 1 é assegurado para
{>m—1. Um aumento unitdrio na ordem do controlador resulta em uma nova linha
que é linearmente independente das anteriores e em dois novos pardmetros a
determinar. Graus maiores que m— 1 podem ser usados com outras finalidades (por
exemplo, para a obten¢do de um controlador estritamente préprio).

Note ainda que para escolhas de ¢ que n3o satisfazem a restricdo / > m—1, pode ou

ndo existir solugdo dependendo da escolha de F(s) (que, portanto, deixa de ser
arbitrario).
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Compensadores Variantes no

Regulacao

Considere o esquema de realimentagdo unitdria da Figura 5 com sinal de referéncia
nulo.

Um compensador C(s) que aloque os pélos em malha fechada do sistema
realimentado no semiplano esquerdo (pSlos com parte real negativa, ou seja, fun¢do
de transferéncia em malha fechada BIBO estdvel) garante que a resposta tende
assintoticamente a zero para qualquer condigdo inicial.

O ganho feedforward n3o é necessario neste caso (isto é, p =1).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Rastreamento I
Considere o esquema de realimentagdo unitaria da Figura 5 com o sinal de referéncia
igual a um degrau de amplitude a.

O rastreamento assintético (isto é, o sinal de saida tendendo a a quando t — o) é
assegurado por um controlador C(s) que aloque os pdlos no semiplano esquerdo do
plano complexo e um ganho de feedforward dado por

fo
P= bofBo

pois, com a BIBO estabilidade da fun¢3o de transferéncia em malha fechada e um
sinal de referéncia r(t) = au(t), tem-se

B C(s)H(s) a
Y(s)_p(1+C(s)H(s) s
e, pelo teorema do valor final,

lim y(t) = lim s¥ (s) = p%a
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Obse Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Rastreamento 11

Portanto, para que n3o ocorra erro de regime, é preciso que

COHO) _, _ A(0)D(0) + B(0)N(0)
1+ C(0)H(0) B B(0)N(0)
Como
_ B(s) _Ybs _N(s) _%iBis' CF() =Y fsi
Cls)= A(s)  Yiajs'’ H(s)= D(s) Yios’’ Ale)D(s)+B(s)N(s) = F(S)_zi:fls
tem-se
__fo
P= bofBo

Note que o rastreamento assintético exige By # 0 (ou seja, a planta ndo pode ter
zeros em s = 0) e que o controlador seja tal que by # 0.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Obse Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Exemplo: Alocagao de pélos com rastreamento I

Considere a planta

G(s) = ((552—_21))

e o esquema de realimenta¢3o unitaria da Figura 5. Pela Propriedade 68, um
controlador C(s) préprio de grau 1 aloca arbitrariamente os pdlos do sistema em
malha fechada. Por exemplo, escolhendo —2, —1+; tem-se

F(s)=s>+4s>+65+4

Da equagdo do compensador, obtém-se

1 -2 0 07 [ao 4

0 1 -1 —2||b| |6

1 0 0 1 a|l |4

0 0 1 0 b1 1
—225—23
=1,a9 =34/3,by = —22/3, by = —2 =
a ,a0 =34/3,b1 /3, by 3/3 = C(s) 35134
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Compensadores

Exemplo: Alocacao de pélos com rastreamento 11

Para garantir o rastreamento assintético, o ganho feedforward é dado por

fo 6

p:boﬁo:g

e a fungdo de transferéncia em malha fechada é

 _2(225+23)(s—2)
T 23(s3 44524654 4)

G(s)

Note que essa estratégia para o rastreamento € sensivel a variagdes de pardmetros.
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Compensadores

Principio do modelo interno I

Considere o sistema realimentado da Figura 6.

R(s) Y(s)
C(s) H(s)

-1

Figura : Rejeicdo de disttrbios.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados v. de Estado Compensadores Sist. Variantes n

Principio do modelo interno II

A rejeicdo de distdrbios W(s) conhecidos e o rastreamento robusto (isto é, ndo
sensivel a variagdes de pardmetros) para referéncias R(s) sdo assegurados por um
controlador que possua como pélos todos os pélos instiveis de W(s) e R(s), desde
que nenhum desses pélos seja zero de H(s).

Prova:
Suponha as fun¢des préprias

-3 o

com D, (s), Dy (s) conhecidos e N,(s), Ny (s) arbitrdrios e que os pdlos instaveis de
R(s) e W(s) foram agrupados em um polindmio ¢(s). Se nenhuma raiz de ¢(s) é
zero de H(s) = N(s)/D(s), entdo D(s)¢(s) e N(s) sdo coprimos.

Portanto, existe um compensador préprio B(s)/A(s) que aloca os pélos do sistema em
malha fechada nas raizes do polinémio F(s) (equa¢do do compensador)

A(s)D(s)¢(s) + B(s)N(s) = F(s)
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Compensadores

Principio do modelo interno I1I

O projeto é feito como se ¢(s) fizesse parte do denominador da planta, como ilustrado
na Figura 7, determinando-se C(s) = B(s)/A(s) que aloque os pélos no semiplano

esquerdo.
W(s)
R(s) T |
| B(s) 1 :
S Ae e Y Gle) ves)
o Compensador |

-1

Figura : Realimentagdo unitdria e principio do modelo interno.
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no

Principio do modelo interno IV
Computando a fun¢do de transferéncia em malha fechada de W(s) para Y(s)

Gl N(s)/D(s)
= T (B ) AG)0() (V) D))
NESAS)(S) _ NESAS)S)

~ A(s)D(s)9(s) + B(s)N(s) F(s)

A saida devido a entrada W(s) é dada por

Yw(s) = G}’W(s) W(S) - N(S)ﬁ((j))(P(S) g:g:;

Como todas as raizes instdveis de D,,(s) sdo canceladas por ¢(s), todos os pélos de
Yw(s) tém parte real negativa, e y, (t) — 0 quando t — .

De maneira andloga, computando a saida Y,(s)

B(s)N(s)
A5)D(E)0(s) + BEN(E) 1)

Yi(s) = Gyr(s)R(s) =
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compensadores Sist. Variantes no Te

Principio do modelo interno V

Em termos do erro E(s) = R(s) — Y:(s), tem-se

E(s) = R(s) ~ Yi(5) = (1 G ()R(s) = HE 2D 1)

Termos instéveis de D,(s) sdo cancelados, e r(t) —y,(t) — 0 quando t — co. Por
linearidade, y(t) = yw(t)+yr(t) e portanto r(t) —y(t) — 0 quando t — oo.

Note que o rastreamento assintético e a rejeicdo de distiirbios sdo assegurados pelo
cancelamento da parte instdvel comum em Dy, (s) e D;(s) com ¢(s), mas ndo hd
cancelamentos de pdlos e zeros instdveis na alocacdo dos pdlos de malha fechada.

Mesmo para variagdes de pardmetros em D(s), N(s), A(s) e B(s), o rastreamento

assintético e a rejeicdo sdo assegurados (desde que o sistema em malha fechada
permaneca BIBO estdvel), o que caracteriza a robustez do controlador.

Material Complementar 1A888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 115/126



Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Exemplo I
Considere novamente a planta do Exemplo e o problema de rastreamento assintético
robusto para qualquer entrada em degrau (isto €, modelo interno ¢(s) =s). A
equacao de alocagdo de pdlos é dada por

A(s)D(s)¢(s) + B(s)N(s) = F(s)

e, com um controlador de ordem 2, tem-se F(s) de grau 5.

Escolhendo os pdlos —2, —2+j e —1+2j, tem-se
F(s) = s° +8s* + 3053 + 665> 4 855+ 50

resultando no sistema de equag¢des

0 -2 0 0 0 0 ao 50
-1 1 0 -2 0 0 bo 85
0 0o -1 1 0 2| |a1| __ |66
1 0 0 0o -1 1 bi| ~ |30
0 0 1 0 0 0 a 8
0 0 0 0 1 0 by 1
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Exemplo IT

cuja solugdo é

127.3
—25
8 N B(s) —96.3s2—118.7s—25
-118.7 A(s)  s2+8s+127.3 ’
1
—96.3

R (C) ~ —96.35>—118.7s— 25
()= 25)0(s) = (2 85+ 127.3)s
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Sist. Variantes no Tempo

Sistemas Variantes no Tempo

Considere o sistema linear variante no tempo dado por

v(t) = A(t)v(t)+ B(t)x(t) (2)
y(8) = C(t)v(t)+ D(t)x(t) ®3)

Se as matrizes do sistema (2)-(3) sdo fun¢des continuas no tempo, a solugdo v(t) é
unicamente determinada por v(tp) = vp e x(t), t € [tp, +).
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e Est. MIMO Real. de Estados de Estado Compe 3 Sist. Variantes no Tempo

As solugdes da equagdo homogénea (para o conjunto de todas as possiveis condi¢Ses
iniciais)

v(t) = A(t)v(t) (4)
com A(t) € R™" para todo t, formam um espaco linear de dimens3o n, pois para
y1(t), yo(t) € R" solugBes e 01, 0 € R, tem-se

< (arva(t) + aawa(t)) = caya(t) + oovalt)
= oa A(t)ya(t) + e A(t)ya(t) = A(t) (caya (t) + caya(t))

Além disso, se a solugdo v(t) é nula para algum valor t1, entdo v(t) =0,Vt, pois 0 é
um ponto de equilibrio do sistema (ou seja, ndo existe solugdo que passe pelo ponto
de equilibrio v =0 a n3o ser a fungdo v(t) =0,Vt).
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Observ. de Estado Compe es Sist. Variantes no Tempo

Definigao: Matriz Fundamental [

Matriz fundamental é qualquer matriz composta por colunas solu¢des da equacio
homogénea (4) associadas a n condi¢es iniciais linearmente independentes.

V() =[ yi(t) wo(t) - wa(t) | = W(t)=A(t)¥(t)
Note que W(tp) é composta pelas n condicdes iniciais linearmente independentes
yi(t), k=1,...,n, e que como as escolhas s3o arbitrdrias, a matriz fundamental n3o
¢ Unica.

Uma matriz fundamental é n3o singular para todo t.

Propriedade J

Prova: considerando que para algum t; existem a,, k =1,...,n n3o todos nulos, tais
que

W) = Y. chyi(tr) =0
k=1
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Sist. Variantes no Tempo

Definicao: Matriz Fundamental I1
tem-se

v(t) = i oy (t)=0, Vvt
k=1

pois v(t) é solugdo (combinacio linear de solugdes). Isso implicaria

v(to) = i kWi (to) =0
k=1

o que contradiz a hipStese de que os vetores Wy (tp) (condicdes iniciais) sdo
linearmente independentes.
V= 00 v
Tt o0

Exemplo: Considere o sistema
cuja solugdo é, para tg =0 e v(0) dados
\'/1(t) =0 = Vl(t) = V1(0)
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados 0 Compensadores

Sist. Variantes no Tempo

Definicao: Matriz Fundamental I11

. 1
w(t)=tu(t) = w(t)= §t2V1(0)+V2(0)
Assim, tem-se
0 0 2 2
0= = wmo-[3] . vo-[] = wo-[3
e portanto uma matriz fundamental é dada por
0 2
v -] ] 3]
cujo determinante é —2 para todo t.
Propriedade
Dadas duas matrizes fundamentais W1(t) e W5(t) do sistema v = A(t)v, existe um

transformag3o linear T constante, n3o singular, tal que

W (t) =V (t)T
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Definigao: Matriz Fundamental IV

Pois, como W1(t) e Wy(t) sdo ndo singulares, existe T(t) ndo singular tal que

Wo(t) =Wy (1) T(t) = Wa(t)=Wi(t)T(t)+W1(t)T(t)

Uy(t) = A(t)W2(t) = A(t)V1(8) T(t) = A()W1() T(8) + Vi () T(t) = T(t)=0
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Definigao: Matriz de Transi¢ao de Estados I

A func3o matricial dada por

O(t,t0) = W (t)W (1)

é a matriz de transic3o de estado de v = A(t)v para a matriz fundamental W(t).

Propriedades:

Matriz de Transicao J

e A matriz de transic3o de estados ®(t,tp) é a solugdo dnica da equagio
d
E‘D(t’to):A(t)q)(t, tO) ) ¢(t07t0):|

pois

(%‘D(t to) = W(t)V (ko) = A(t)W(t)W (o) = A(t)D(t, 1), D(to, to) =W (to)¥ (to) =
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Contr., Observ. e Est. MIMO Real. de Estados Obse Compensadores Sist. Variantes no Tempo

Definigao: Matriz de Transicao de Estados II

e A matriz de transicio de estados ®(t,tp) € invariante com a matriz fundamental,
pois para duas matrizes fundamentais W1(t) e Wy(t)

V(1) =Wa(t) T = (t,to) = Wa(t)Wy (1) = W1 (t) TT W (1) = W1 (t)¥; (to)

o O(t,t) =1, Vt

o d71(t,tg) = W(to)W1(t) = d(to, t)

o O(2,t0) = D(t2,t1)P(t1, 10)

e Para A(t) = A (sistema invariante no tempo), tem-se

®(t,t9) = exp (A(t — tg))

pois

%Cb(t, to) = Aexp (A(t—tg)) = Ad(t,to)
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Definigao: Matriz de Transicao de Estados III

o v(t) = d(t,t)v(tp) € solugdo de v(t) = A(t)v(t), v(ty) dado. De fato,

\'/(t)z%¢(t7t0)v(to)=A(t)¢(t,to)v(t0):A(t)v(t) , v(to) = P(to, to)v(to)
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