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Capitulo 1

Controlabilidade, Observabilidade e
Estabilidade MIMO

Definicao 1.1 (Representagao por varidveis de estado de um sistema MIMO)
Sistemas MIMO podem ser descritos por equagdes de primeira ordem nas varidveis de estado. Assim

o(t) = f(o(t),z(t),t) , y(t)=gt),z(t),t) , veR", zeRP, yecR?

As trajetérias v(t), solugbes da equagao dinamica, sdo unicamente determinadas a partir da condi¢ao
inicial v(0) e da entrada z(t).
O sistema MIMO linear invariante no tempo é descrito pelas matrizes reais (A, B,C, D) e pelas
equagoes de estado e de saida

v=Av+Bx , y=Cv+Dx , veR", 6 z€RP yecR? (1.1)
Il

Exemplo 1.1 (Circuito de segunda ordem)
As equagoes de estado para o circuito da Figura 1.1, na forma

v=Av+ Bz ; y=Cv+ Dx ; v{zl]
2

sendo vy a tensdo no capacitor e vy a corrente no indutor. A saida y; é a corrente no resistor e a
saida yo é a corrente no indutor; x1(t) é uma fonte de corrente e x2(t) é uma fonte de tensao, sao

dadas por
_|-1/RC 1/C _|1/c o _|1I/R 0 _
A_[—l/L —R/L}’ B—{o 1/L]’ C—{o 1]’ b=0
L R
/m \—‘
+ V2 = Y2
t JR
z1(t) yl\ R o 0 2(t)

Figura 1.1: Circuito de segunda ordem excitado por fontes de tensao e de corrente.
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2 Capitulo 1. Controlabilidade, Observabilidade e Estabilidade MIMO

Definigao 1.2 (Matriz resposta ao impulso de um sistema MIMO)

A matriz resposta ao impulso de um sistema MIMO linear invariante no tempo é a matriz formada
pelas funcoes h;;(t), sendo h;j(t) a resposta na saida ¢ ao impulso aplicado na entrada j com as demais
entradas zeradas. (Il

A resposta ao impulso de sistemas descritos por equacoes diferenciais pressupde condicOes iniciais
nulas.

Defini¢ao 1.3 (Matriz de transferéncia de um sistema MIMO)
A matriz de transferéncia de um sistema MIMO linear invariante no tempo é a matriz formada pelas
transformadas de Laplace das respostas ao impulso h;(t). O

Propriedade 1.1 (Funcao de transferéncia)
A matriz de transferéncia do sistema (1.1) é dada por

H(s)=C(s1-A)™'B+D= CAdj(sl — A)B+ D

1
det(sI — A)

Observe que nem todo autovalor de A é p6lo de H(s), pois pode haver cancelamentos.
A matriz resposta ao impulso do sistema (causal) é dada por

LY H(s)} = h(t) = Cexp(At)B + Di(t)

Exemplo 1.2 (Fungao de transferéncia de segunda ordem)
A matriz de transferéncia do Exemplo 1.1, com R=L=C =1,

v=Av+Bx , y=Cv+ Dz , A—{:l 1], B—[é ﬂ, C’—B ﬂ, D=0

é dada por

H(s) = 1 [s+1 1 ]

s2+2s+2 | -1 s+1
com pélos —1 & j. A matriz de respostas ao impulso é dada por [h;;(t)] com

hll(t) = hgg(t) = exp(ft) COS(t)U(t) y hlg(t) = 7h21(t) = exp(ft)sen(t)u(t)
3

1.1 Controlabilidade
Definicao 1.4 (Controlabilidade)
O sistema descrito pela equagao de estado

v=Av+Bzx , veR", z e R?

é controlavel (ou o par (A, B) é controlavel) se para qualquer estado inicial v(0) existir uma entrada
z(t), t € [0, 7], que leva o estado de v(0) para qualquer v(7). O

A definicdo requer apenas que se possa mover qualquer estado inicial no espago de estados para
qualquer estado final em tempo finito (dado). Nao hé restrigdes quanto a trajetéria a ser seguida nem
quanto a magnitude da entrada. Note que a equacao de saida nao influencia a controlabilidade.

Propriedade 1.2 (Controlabilidade)
As condigoes a seguir sdo equivalentes.

e O par (A, B) é controlavel.

Pedro Peres



1.1. Controlabilidade 3

e A matriz W,(t) é ndo-singular V ¢ > 0, com
t
Welt) = [ exp(AB)BE exp(4'8)ds
0

e A matriz de controlabilidade Ctrb(A, B) tem rank n (i.e. rank completo de linhas)
Ctrb(A,B) = [B AB A?B ... A" !B] e R™™
e Para todo A € A\(A) (e, portanto, para todo A € C), a matriz
[(A—AI) B] e cnx(ntp)

tem rank n (isto é, rank completo de linhas).

Note que (basta fazer a mudanca de varidveis § =t — &)

We(t) = /0 exp(AB)BB' exp(A'B)dB = /0 exp (A(t — {))BB' exp (A’(t — §))d§

e que o integrando garante que a matriz é sempre semidefinida positiva. A matriz W,(t) serd definida
positiva se e somente se for nao singular.

Para provar que, se W,(t) for nao singular, entao (A, B) é controldvel, tem-se que a resposta em termos
do estado v(t) no instante ¢t = t; é dada por

t1
oftr) = exp(At)o(0) + [ exp (Altr = 5)) Ba(8)d5
Para qualquer v(0) = vy e qualquer v(t;) = v1, a entrada
2(t) = —B'exp (A’(tl - t))Wc_l(tl)(eXp(Atl)vo - vl)

leva o estado de vg a v1 no tempo t1. De fato, substituindo

v(t1) = exp(Atq1)v(0) — (/0 1 exp (A(t1 - B))BB’ exp (A’(t1 — B))dﬁ) Wc_l(tl) (exp(Atl)vo - Ul)
= exp(At1)v(0) — Wc(tl)WC_l(tl)(exp(Atl)vo — vl) =

Como conclusao, se W,(t) é ndo singular entao (A, B) é controlavel.

Para mostrar o inverso, supoe-se por absurdo que o par é controlavel mas W,(¢1) nao é definida positiva
para algum t¢;. Nesse caso, existe v # 0 tal que

t1 t1
VWe(t)v = /0 v'exp (A(ty — B)) BB exp (A'(t1 — B))vdB = /0 |B" exp (A'(t1 — B))v[?dB =0

o que implica
B'exp (A'(t1 — B))v=0, v'exp (A(t; — 8))B=0

para todo 3 € [0,t1]. Por outro lado, se o sistema é controlavel, existe uma entrada que transfere o
estado inicial de v(0) = exp(—At1)v para v(t;) = 0. Utilizando a expressao geral de v(t) para esse
caso tem-se

i) =0=v+ [ e (At - ) Ba(3)a

Pedro Peres



4 Capitulo 1. Controlabilidade, Observabilidade e Estabilidade MIMO

Pré-multiplicando por v’

t1
0=1"v+ / v'exp (A(t1 — B)) Bz(B)dB = ||[v]|* + 0
0
o que contradiz a hipdtese de que v # 0.

Propriedade 1.3 (Lyapunov e controlabilidade)
Considere A tal que todos os seus autovalores tém parte real negativa. Entao, a equagao

AP+ PA'= —-BB’

tem solucao P tnica definida positiva se e somente se o par (A4, B) for controldvel.
Além disso, a solucao (chamada gramiano de controlabilidade) pode ser expressa como

+oo
W, = / exp(AB)BB' exp(A’'B)dp3
0

Exemplo 1.3 (MIMO nao controlavel)

O sistema
. 0 -2 1 1
v =Av+ Bz A—L _3}7 B—L 1]

possui A com autovalores —1 e —2. A solucao da equacao de Lyapunov é dada por

o o 2 2 B 1 1
wrvrie - [P2 o peos]! ]

que é semi-definida positiva (menores principais lideres 0.5 e 0). Portanto, o sistema é nao con-
trolavel. De fato, a matriz de controlabilidade é tal que

1 1 -2

Cirb(A, B) = [B AB]:L b2

-2
_2} = rank(Ctrb(A, B)) =1

¥

Propriedade 1.4 (Controlabilidade e Forma de Jordan MIMO)

Um sistema MIMO ¢é controlavel se, para cada autovalor distinto, os vetores linha da matriz B cor-
respondentes a ultima linha de cada bloco de Jordan associado a esse autovalor forem linearmente
independentes.

O
Exemplo 1.4

Ay 1 0 0 0 0 O] [0 0 0]

0O » 0 O O 0 O 1 00

. X 0O 0 X O O 0 0 01 0

0=Av+Bx=[0 0 0 XA 0 0 O|0o4+|1 1 1|z

0O 0 0 0 X 1 0 1 2 3

0O 0 0 0 0 X 1 0 1 0

00 0 0 0 0 X |1 1 1]

As linhas de B correspondentes as iltimas linhas dos blocos de Jordan associados a A; s@o linear-
mente independentes.

—_ O =
— _= O
— o O

A dltima linha de B associada a Ao é linearmente independente.
[1 1 1]

Portanto, o par (121, B) é controldvel. «

Pedro Peres



1.2. Observabilidade 5

1.2 Observabilidade

Defini¢ao 1.5 (Observabilidade)
O sistema descrito pelas equagoes

v=Av , y=Cv , veR",6 yeR?

é observével (ou o par (A, C) é observavel) se existir 7 > 0 tal que o conhecimento da saida y(t) para
todo t € [0, 7] é suficiente para determinar a condigao inicial v(0).

O
Note que a entrada x nao influencia a observabilidade.
Propriedade 1.5 (Observabilidade)
As condigOes a seguir sao equivalentes.
e O par (A, C) é observavel.
e A matriz W,(¢) é ndo-singular V ¢ > 0, com
t
Walt) = [ ep(A8)CCexpl(43)d3
0
e A matriz de observabilidade Obsv(A, C) tem rank n (i.e. rank completo de colunas)
C
CA
Obsv(A4,C) = ) € R
CAn—l
e Para todo A € A(4) (e, portanto, para todo A € C), a matriz
(A - )‘I) (n+q)xn
[ c cC
tem rank n (isto é, rank completo de colunas).
o
Propriedade 1.6 (Lyapunov e observabilidade)
Considere A tal que todos os seus autovalores tém parte real negativa. Entdo, a equacao
A'P+PA=-C'C
tem solucao P tnica definida positiva se e somente se o par (A4, C') for observavel.
Além disso, a solu¢ao (chamada gramiano de observabilidade) pode ser expressa como
+oo
W, = / exp(A’'B)C'C exp(AB)dS
0
o

Exemplo 1.5 (MIMO nao observéavel)

O sistema
. B 10 1 11
v=Ax , y=Cv , A{_Q _3}, C’L J

possui A com autovalores —1 e —2. A solucao da equagao de Lyapunov é dada por

/ _ / 772 2 o 1 ]_
AP+ PA=-CC= [2 2} = P0.5[1 1]

Pedro Peres



6 Capitulo 1. Controlabilidade, Observabilidade e Estabilidade MIMO

que é semi-definida positiva (menores principais lideres 0.5 e 0). Portanto, o sistema é nao ob-
servavel. De fato, a matriz de observabilidade é tal que

1 1
C 1 1
C’A] =9 o= rank (Obsv(A,C)) =1
-2 =2

Obsv(A,C) = [

¥k
Propriedade 1.7 (Observabilidade e Forma de Jordan MIMO)
Um sistema MIMO ¢é observavel se, para cada autovalor distinto, os vetores coluna da matriz C' cor-
respondentes a primeira coluna de cada bloco de Jordan associado a esse autovalor forem linearmente
independentes.

_O_
Exemplo 1.6
Ay 1 0 0 0 0 0]
0 M O O 0 0 O
A 0 0 X 0 0 0 O A 11200 21
v=Ab=|0 0 0 XN O O 0|0, y=Co=1|1 01 2 0 1 1|%
0 0 0 0 X 1 0 1023020
0 0 0 0 0 X\ 1
(0 0 0 0 0 0 X

As colunas de C associadas as primeiras colunas dos blocos de Jordan associados a A; sao linear-
mente independentes.

1 2 0
1 1 2
1 2 3
A primeira coluna de C' associada a Ag é nula
0
0
0

Portanto, o par (A, C) é nao observavel.

1.3 Estabilidade

Definicao 1.6
Um sistema MIMO (Multiple-Inputs Multiple-Outputs) é BIBO (Bounded-Input Bounded-Output)
estavel se entradas limitadas produzem saidas limitadas. [l

Propriedade 1.8
Um sistema MIMO linear invariante no tempo é BIBO estavel se e somente todo h;;(t) (resposta ao

impulso) for absolutamente integravel.
—o_

Propriedade 1.9
Um sistema MIMO linear invariante no tempo é BIBO estavel se e somente todos os pdlos da matriz

de transferéncia possuirem parte real estritamente negativa.
_o_

Propriedade 1.10 (Estabilidade e controlabilidade)
Para qualquer matriz B tal que

rank (Ctrb(4, B)) =rank ([B AB --- A" 'B])=n

a solucao da equacao de Lyapunov
AP+ PA' = —-BB’

é Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A tiverem parte

real negativa.
_o_

Pedro Peres



1.3. Estabilidade 7

Propriedade 1.11 (Estabilidade e observabilidade)
Para qualquer matriz C' tal que

C

CA
rank (Obsv(A, C)) = rank . =n

CAn_l

a solucao da equacao de Lyapunov
AP+PA=-CC

é Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A tiverem parte
real negativa.
Prova:

Primeiramente, mostra-se que se A possui autovalores com parte real negativa e o par (A,C) é ob-
servavel, entdo a solugao é unica, simétrica e definida positiva.

e A solucao P ¢ tnica (autovalores de A sao tais que A\; + Aj # 0).

e A solugao pode ser expressa como
P :/ exp(A't)C'C exp(At)dt
0

e Como C'C é simétrica, P também o é.
e Note que C'C é semi-definida positiva.
Para v # 0, tem-se

+00 +oo
V' Pv = / v exp(A't)C'Cexp(At)v dt = / |C exp(At)v|%dt > 0
0 0

e portanto P é pelo menos semi-definida positiva. Por absurdo, suponha que P nao é definida positiva,
isto é, existe v # 0 tal que
VPv=0 = Cexp(At)v =0Vt

Derivando n — 1 vezes em relacao ao tempo, tem-se

C C
CA CA
exp(At)v =0 = rank ) = rank(Obsv(4,C)) <n
CAnfl CAnfl

o que contraria a hipétese de que o par (A, C') é observéavel. Portanto, P é definida positiva.

Agora, prova-se que se P = P’ > 0, entao A possui todos os autovalores com parte real negativa.
Pré multiplicando a equagao de Lyapunov por (v*)" e pés multiplicando por v, com v autovetor de A
associado ao autovalor A, tem-se

(V") A'Pv + (0" PAv = (\* + \)(v*) Pv = 2Re(\)(v*) Pv = —(v*)/C"Cv = —||C||2

Como (v*)'Pv é positivo, basta provar que o vetor C'v é nao nulo. De fato, como

C Cwv
CA ACv
Obsv(A,C)v = ) v =
CAt A Oy

o rank completo da matriz de observabilidade garante que Cv # 0.
_o_

Pedro Peres



Capitulo 1. Controlabilidade, Observabilidade e Estabilidade MIMO

Exemplo 1.7
O sistema
. 0 1 11 1 0.5
v=Av+Bx , y=Cv , A—[_Q _3], B—[l J, C—[g 1'5}
é tal que

mnk(CtI"b(AyB)) = E 1 —15 —15} =2

A solucao da equacao de Lyapunov é dada por

P R P 13 —1
R I L

que é definida positiva, pois os menores principais lideres sdo positivos (3 e 2), portanto o sistema
é assintoticamente estavel. De fato, os autovalores de A sao —1 e —2.
A solucao da equagao de Lyapunov é dada por

, e 105 5 25
AP+ PA=-CC= {5 2.5} = P‘[2.5 1.25]

que é semi definida positiva, pois os menores principais lideres sdo (5 e 0). Nesse caso o par (A4, C)
é nao observavel, pois

1 0.5
3 1.5

Obsv(A,C) = 1 —osl T rank(Obsv(A,C)) =1
-3 —-1.5

e, dessa forma, o teste falha para decidir se o sistema é assintoticamente estdavel ou nao.
ok

1.4 Exercicios

ExEeRrcicio 1.1
a) Obtenha as equagdes de estado para o circuito abaixo, na forma

v=Av+ Bx ; y=Cv+ Dx v:{vl} ,x:[xl}
U2 T2

sendo as saidas y; a tensao no resistor, y, = v1 a tensao no capacitor e x1(t), x2(t) fontes de tensdo.

c L
2R
+ - (%]
U1

21 (t) G) - R T wa(t)

b) Considerando R = C' = L = 1, determine a matriz de transferéncia H(s)

ExEeRrcicio 1.2
Considere o sistema (na forma de Jordan)

v=Av+ Bx , y=Cx

Pedro Peres



1.4. Exercicios 9

51000000 B0 1
05100000 1 0 8
00500000 51 4
00050000 4 B -1
A=loooos5 100/ P71 0 1
00000510 0o 1 8
0000005 1 1 8 0
0000000 5 10 1)
5 8 0 1 B 00 0
C=|-10 -8 8 =50 8 0
1 1.0 0 1 10 8

Determine os valores de 3 para os quais o sistema nao é controldvel nem observavel.
K3

ExEercicio 1.3
Considere (na forma de Jordan)

N O~

O OO Tt o O oo
SO Ul OO OO
O U= OO OO
™
I
— RO HE OO
RO mMEr oo W

— = Ot OO OO OO O Ut

—om OO0 OoOoOo Lo
cCoococo v~ o
coocowm~ oo

CXO mmroocoococoo
w = O |

|
O\QO
=~ O
OO
—_ o O
™ o o

Determine os valores de 3 para os quais o sistema nao é controlavel nem observavel.

ExErcicio 1.4
Considere o sistema (na forma de Jordan):

= O = =

v+

—_

O OO OO OO U
OO DO OO O Uto
OO OO O Ut -+ O
OO OO Utk OO
O OO Tt OoO OO O
OO U OO OO
O WO OO o oo
W= OO OoOOoOoo
™
O = O |
O HrHr O W OO

O LR R OWOo

<

I
o= o
— o Q

—_
o |l o

Q
S~ O
0 oW
—_ o o
o QL O
S oo

4

a) Determine os valores de 8 para os quais o sistema nao é controlavel.

b) Determine os valores de a para os quais o sistema nao é observavel.

ExErcicio 1.5
Considere o sistema (na forma de Jordan)

v=Av+ Bx , y=Cx

Pedro Peres



10 Capitulo 1. Controlabilidade, Observabilidade e Estabilidade MIMO

1 1.0 0 0 0 0 O 5 0
01 00 0 O 0O 5 1
0 01 1.0 0O0UDO 51
0 001 1.0 0O -4 p
A= 00 00O1T 0 0 of” B= 0 gz
00 00 O 1 1O 0 1
00 0 0 0 0 1 1 1 g
00000 0 0 1] |10
a a 1 1 o -3 0 0
C=]10 0 a a =5 2 «a 0
1 1 0 0 1 1 0 «

a) Determine os valores de 3 para os quais o sistema nao é controlavel

b) Determine os valores de « para os quais o sistema nao é observavel

Solucao:
B:—Q’ﬂ:—37a:—l,a:—2

Pedro Peres



Capitulo 2

Realimentacao de Estados

2.1 Sistemas SISO

Considere o sistema linear de dimensao n sem transmissao direta (i.e. d = 0)

v =Av + bz
y=cv

Na realimentacao de estados, a entrada = é dada por

:L’:r—k:vzr—[kl ko --- kn]v

sendo r um sinal de referéncia, resultando em

0= (A—Dbk)v+br

Propriedade 2.1
O par (A — bk, b) é controldvel para qualquer vetor k& € R'" se e somente se o par (A,b) também for
controlavel.

Prova:
Considere n = 4 e as matrizes de controlabilidade

Ctrb(A,b) = [ b Ab A% A% |

Ctrb(A — bk,b) = [ b (A—bk)b (A —bk)2b (A —bk)3 |

Note que
1 —kb —k(A—0bk)b —k(A—Dbk)%b
_ 0 1 —kb —k(A —bk)b
Ctrb(A — bk, b) = Ctrb(A,b) 0 0 1 b
0 0 0 1

e a matriz a direita é nao singular para qualquer k. Portanto, o rank de Ctrb(A — bk, b) é igual ao de
Ctrb(A,b).

Esse resultado também pode ser demonstrado pela definicao de controlabilidade. Considere vy e vy
arbitrarios. Se o sistema original é controlavel, existe z1 que leva de vg a v; em tempo finito. A
entrada r1 = x1 + kv, leva o sistema controlado de vg a v;.

Note também que r nao controla o estado diretamente; r gera a entrada x que é usada para controlar
v. Portanto, se z nao controla o estado v, r também nao controla.

11



12 Capitulo 2. Realimentacao de Estados

Exemplo 2.1
Pela Propriedade 2.1, a controlabilidade é invariante sob qualquer realimentacao de estados, porém
a observabilidade pode ser afetada. Considere o sistema

(3] 2
y=[1 2]v

que é controlavel e observavel em malha aberta, pois as matrizes

Ctrb(4,b) = [(1) ﬂ . Obsv(A,c) = [; i]

possuem rank igual a 2. Definindo a realimentacao de estados
r=1r— [ 3 1 ] v
tem-se o sistema de malha fechada
V= L2 v+ 0 T
10 0 1
y=[1 2]z
com as matrizes de controlabilidade e observabilidade dadas por

0 2
1 0

()

Ctrb(A — bk, b) = [ ] , rank =2 , Obsv(4,c) = { L

1 2} , rank =1

e portanto o sistema em malha fechada é nao observavel.

Exemplo 2.2
Considere o sistema,

. 1 3 1
v:{31}v+[o]x7x:r—[l€1 kQ]v
cujo polinémio caracteristico é dado por

A(s)=(s—4)(s+2)

Com a realimentacao de estados, tem-se o sistema em malha fechada

oo [tk 3=k ] L [1],
-l 3 1 0

e o polinémio caracteristico
Ap(s) = s>+ (k1 — 2)s + (3ka — k1 — 8)
A escolha de k1 e ko permite alocar arbitrariamente os autovalores do sistema em malha fechada.

_H_

Propriedade 2.2
Considere o sistema de dimensao n = 4

v = Av + bx
Yy =cv

cujo polinémio caracteristico é dado por

Pedro Peres



2.1. Sistemas SISO 13

A(s) = det(sI — A) = s* + azs® + ags® + a1s + ag

Se o sistema é controlavel, entao existe uma transformagao v = T'0 com

1 a3 as o
0 1 a3 «
T=[b Ab A% A 5T
[ b Ab b b ] 0 0 1 as
0 0 1
que leva o sistema a forma canonica controlavel
—Q3 —Qy —O1 —Q 1
5 PO 1 0 0 0 N 0
U= A0+ br = 0 1 0 0 U+ 0 |?
0 0 1 0 0

y=¢c¢o=1[ps P B1 Po |0

Além disso, a funcao de transferéncia do sistema é dada por

H(s) = B3s3 + Pas® + Bis + Bo
st+azsd+ad +a1s+ap

Prova:
Considere Ctrb(A, b) a matriz de controlabilidade do sistema original e Ctrb(A, b) a do sistema trans-

formado, com A = T~ 1AT, b=T"1b.
A controlabilidade é invariante com a transformagao de similaridade e, para um sistema controldvel,
tem-se

Ctrb(A,b) = T7'Ctrb(A,b) = T = Ctrb(A,b)Ctrb(A,b)~!

A matriz de controlabilidade do sistema transformado é dada por

1 —Q3 Oz% — Q9 —oz% + 20&30[2 — Q1
o 101 —ag ad — az
Ctrb(A,b) = 00 1 "o
0 O 1
e sua inversa é

1 a3 Qo O
Ctrb(A, By 1= | U 1 as a2
’ 0 0 1 a3
0 0 1

Como conclusio, T = Ctrb(A, b)Ctrb(A, b)~! é a matriz de transformacio de similaridade.

Note que a funcao de transferéncia do sistema transformado é dada por
s
5? 4 3 2
[ Bs B2 B1 Bo ] , A(s) =s"+azs® + a3 +a1s+

H(s)=é&(sI— A)~ b= .
1

1
A(s)

que, por sua vez, é também a funcao de transferéncia do sistema original.
_o_
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14 Capitulo 2. Realimentacao de Estados

Propriedade 2.3

Se o sistema
U= Av + bz
Yy = cv

é controlavel, entao com a realimentacao de estados x = r — kv pode-se alocar arbitrariamente os
autovalores de A — bk (desde que autovalores complexos aparegam em pares complexo conjugados).

Prova:
Conside n = 4. Se o sistema é controlavel, entao pode ser colocado na forma canonica

>

I

oS

>

_l’_

(<l

&

I
|
S o =0
w
|
O = O Q
)

—ay
0
0
1

|
o oo

(=)
o oo

y=c¢b=|[ B3 B B Po]D

com A =T"YAT e b= T~'b. Substituindo v = T na lei de controle, tem-se

r=r—kv=r—kTo=r—kd , k=kT

Como A—bk = T~1(A—Dbk)T, as matrizes (A—bk) e (A—bk) sdo similares (tém os mesmos autovalores).
Especificados os autovalores do sistema em malha fechada, pode-se formar o polinomio caracteristico

do sistema em malha fechada
As(s) = st + azs® + ags® + ar1s + ap
Se k é escolhido

k= [ a3 — Q3 Qg — Q2 Q1 —Q1 Qp— Q ]
a equacao dinamica em malha fechada fica

3 2 Q1 0

—Q
0 .
1 v+
0

= o O g
o O o

—Q
0
0
0

S O =g

¢ 0 polindmio caracteristico de (A — bk) (que ¢ igual ao de (A — bk)) é dado por Ag(s).

O ganho de realimentacao de estados k que faz a alocacao desejada pode ser computado

k= kT~! = kCtrb(A, b)Ctrb(A,b)~!

O
Exemplo 2.3
Considere o modelo linearizado de um péndulo invertido
01 0 O 0
. 100 -1 0 1
"“loo o 1|""] o |
00 5 0 -2

y=[1 0 0 0]v
Trata-se de um sistema controldavel, cujo polinomio caracteristico é

A(s) = s%(s* = 5) = s + 0% = 552 + 05+ 0

Pedro Peres



2.1. Sistemas SISO 15

Construindo a transformagao de similaridade que coloca o sistema na forma candnica controlavel

T = Ctrb(A, b)Ctrb(A, b) !

com
0 1 0 2 1 0 =5 0
10 2 0 i1 |01 0 =5
Ctrb(A,b) = 0 -2 0 —10 , Ctrb(A,b)"" = 00 1 0
-2 0 =10 O 0 0 0 1
tem-se
0 1 0 -3 0 0 0o -3
1 0 -3 0 4 1L 0o 0 -3 0
=109 22 0o o T =510 —2 0 -1
-2 0 0 0 -2 0 =1 0

A alocagdo desejada (—1.5 £ 0.55, —1 & j) produz o polinémio caracteristico em malha fechada
As(s)=(s+1.5-0.55)(s+1.5+0.55)(s+1—5)(s+1+j) =s*+55+10.55% + 11s + 5

e o ganho k ¢ dado por

k=[ (-0 (105+5) (11-0) (5-0)]=[5 155 11 5]

implicando em R
k=kT"'=[-5/3 —11/3 -103/12 —13/3 |

Propriedade 2.4
(Férmula de Ackermann)

Considere o sistema de dimensao n
v = Av+bx
Y = cv

O ganho k € R™" da lei de controle = r — kv que aloca os autovalores de A — bk nas raizes do
polinémio Ay(s) é dado por

k=e,Ctrb(A,b) T Ap(A) , e, =[0 0 - 1]

n

Prova:
Considere n = 4, a matriz de controlabilidade do sistema original

Ctrb(A,b) = [ b Ab A% A% |

e o sistema transformado v = T com

1 a3 Q2 Q7

0 1 a3 9

T=CubAb) | o o | 4
3

0 0 1

que possui a forma canonica controldvel

—Qp —Q1 —Qp

S

I
|
o o =9
w

O = O
— o O
o O O
SO O =

y=1[Bs B2 B Bo |0

Pedro Peres



16 Capitulo 2. Realimentacao de Estados

A relacdo entre a matriz de controlabilidade do sistema original e a do transformado é dada por

Ctrb(A,b) = T71Ctrb(A4,b) , T = Ctrb(A,b)Ctrb(A,b)*

com
1 —Qs3 Oz% — Q9 —a% + 20430[2 — 1
o |01 —a3 aZ — s
Ctrb(A, b) = 0 0 1 " s
0 O 0 1

No caso geral, a tiltima linha da matriz Ctrb(A, b) tem a forma
e’n:[O o0 -- 1]
Para a alocacao desejada, define-se o polindmio caracteristico do sistema em malha fechada
Ag(s) = st 4 ass® + @ags® + ars + @
que deve ser igualado com
det(sI — A+ bk) = s* + (az + k1)s® + (ag + k2)s> + (o1 + k3)s + (o + k4)

e, portanto,
k= [ Q3 — Q3 Qg — Q2 Q1 — Q] Qp— Qg ]

Como, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, toda matriz dinamica satisfaz sua equacao caracteristica,
tem-se

A" 4 ap 1 A" b a0 A2 A+l =0

Utilizando os coeficientes do polindmio de malha fechada, pode-se formar o polinémio
Ap(A) = A" + @, 1 A"+ @, 9 AV 4o @l

Substituindo-se A" obtido a partir da equacao caracteristica, tem-se

~ ~ ~

Af(A) = (a1 — an—1) A" 4 (@ng — ap2) A" 2+ - 4 (ag — ap)I

Levando em conta a estrutura particular de A, observa-se que

e A=[0 00 - 1 0]=¢,,
e conseqiientemente
(ehA)A=efA2=[0 00 -~ 1 0]JA=[0 0 -~ 010 0]=¢,_,
implicando
AP =10 - 0 0]=¢

Portanto, multiplicando A f(fl) por €, tem-se

6;Af(121) = (@n—l — an_1)€,1 + (@n_g — Ozn_2>6l2 + -+ (540 — ao)eﬁl

:]%16/14-];726/24-'”4-]%”6;1: [ ]231 ko

~

kn | =k
Como k = kT~ e T~1 = Ctrb(A, b)Ctrb(A, b)~!, tem-se
k= Ap(A)T = e AT PAT)T ™! = el T71A(A) = ¢, Ctrb(A, b)Ctrb(A, b) LA (A)

Pedro Peres



2.1. Sistemas SISO 17

ou, como €,Ctrb(A, b) = ¢/, chega-se a

k = e],Ctrb(A,b) A4 (A)

Propriedade 2.5 (Cémputo do ganho k pela equagao de Lyapunov)
Considere o sistema de dimensao n

v=Av+br , x=r—Fkv

Se o par (A,b) for controldvel, a determinacao de um ganho k tal que (A — bk) tenha os autovalores
desejados (desde que nao coincidam com nenhum dos autovalores de A) pode ser feita a partir da
equacao de Lyapunov:

1. Escolha uma matriz F' € R™*"™ com os autovalores desejados;
2. Escolha k arbitrario tal que (F, k) seja observével;
3. Obtenha a solugao tnica T' da equacgao de Lyapunov

AT — TF = bk

W

. O ganho k é dado por
k=kT™"

Prova:
Para T nao singular, k = kT e AT — TF = bk implicam

(A—bk)T =TF <& (A—bk)=TFT™!

e portanto (A — bk) e F sao similares (mesmos autovalores). Se A e F' nao tém autovalores comuns,
existe uma tnica solugao 1" para qualquer k. Caso A e F' tenham algum autovalor comum, a solucao
T pode existir ou nao (depende de bk).

Se A e F nao tém autovalores em comum, entao a unica solucao de AT — T'F = bk é nao-singular se
e somente se (A,b) é controldvel e (F, k) é observével.
Para verificar essa afirmacao, considere n = 4 e o polindomio caracteristico de A dado por

A(s) = s* + azs® + azs® + ais + ag
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se
A(A) = A* + a3A® + agA? + A+ apl =0
Considere agora o polindomio matricial A(F)
A(F) = F*4+ a3F? + asF? + an F + ol
e note que, se \; é um autovalor de F, entao A(S\Z) é um autovalor de A(F), pois
Fv = ;\iu , F?v = Fj\,-y = 5\121/

A(F)I/ = (F4 + a3F3 -+ CMQFQ + o B+ O[OI)I/ = (5\;L + 0535\? + 0425\12 + alj\,- + O(oI)I/ = A(S\Z)V

Como A e F nao tém autovalores em comum, A()\;) # 0 para todo autovalor de F.
Além disso, como o determinante de uma matriz é igual ao produto de seus autovalores, tem-se

det A(F) = [T AN) #0

Pedro Peres



18 Capitulo 2. Realimentacao de Estados

e portanto A(F') é ndo singular.
Substituindo AT = TF + bk em A2T — TF?, tem-se

A*T — TF? = A(TF 4 bk) — TF? = Abk + (AT — TF)F = Abk + bkF

De maneira similar, obtém-se o conjunto de equagoes

IT-TI = 0
AT —TF = bk

AT —TF? = Abk + bkF

AT —TF3 = A%k + AbkF + bkF>

AMT —TF* = A3bk + A2bkF + AbkF? + bkF3

Multiplicando a primeira equacao por «gp, a segunda por «j, a terceira por ag, a quarta por as, a
dltima por 1, e somando todas, tem-se (lembrando que A(A) = 0)

a1 Qg Qs 1 A/{?
A(A)T ~TA(F) = ~TA(F)=[ b Ab A% A% ]| 2 @ (1] 8 :52

3

10 0 0] ips

Se (A,b) é controlavel e (F, k) é observavel, as matrizes acima s&@o nao-singulares, e como A(F) # 0,
necessariamente 1" é nao singular.
—o_

Para a determinagao de um ganho de realimentacao de estados utilizando a equagao de Lyapunov, é
necessario escolher F' e k. Por exemplo, F' na forma companheira e

ou F na forma modal e k com ao menos um elemento diferente de zero associado a cada bloco diagonal
(para garantir a observabilidade do par (F, k).

Exemplo 2.4
Considere novamente o modelo linear para o péndulo invertido e a alocagao —1.5 £ 0.5 e —1 £ j.
Escolhendo F' na forma modal

-1 1 0 0

1 -1 0 0 -
F=110 0 —-15 05 ck=[10 1 0]

0 0 —-05 -15
e resolvendo com o Matlab, tem-se

k= [ —1.6667 —3.6667 —8.5833 —4.3333 }

¥

Note que o ganho (para uma dada alocagao) é tinico em sistemas SISO. Os comandos do Matlab place
(se os autovalores forem distintos) ou acker podem ser usados para o computo de k.

Propriedade 2.6
Um sistema nao controldvel, descrito pelo par (A,b), pode ser escrito por meio de uma transformacao

de similaridade na forma ) B _ _
@c o Ac A12 @c + bc
T i I R W (N 01"

O
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2.2. Sistemas MIMO 19

Propriedade 2.7 (Sistemas estabilizaveis)

A alocagao arbitraria dos autovalores de A — bk sé pode ser feita se o par (A,b) for controldvel, pois
os modos nao controlaveis nao sao afetados pelo ganho k.

O sistema é denominado estabilizavel se todos os modos nao controlaveis forem estaveis.

Prova:
Considere um sistema nao controldvel (isto é, nem todos os autovalores podem ser arbitrariamente
alocados em malha fechada). A equagao de estado pode ser transformada em

l?c _ Ac A_IQ Ve + Bc T
Vg 0 Ag Uz 0
com (A, l_)c) C(_)ntrolével. Como a matriz A é bloco triangular, os autovalores de A sdo os autovalores

das matrizes A, e Az.
A realimentacao de estado

produz o sistema em malha fechada

/I?C — Ac - Bc];/‘l A_12 - BCI%Z Ve + Bc r
Vg 0 Az Vg 0
Os autovalores de Az ndo sio afetados pela realimentacdo de estado. Se Az é estavel, o sistema é

estabilizavel.

<

2.2 Sistemas MIMO

Considere o sistema

v = Av + Bz
y=Cuv

Com a realimentacao de estado dada por

r=r—Kv , KcRP"
tem-se

0= (A—BK)v+ Br
y=Cv

Propriedade 2.8
O par (A— BK, B) é controldvel para qualquer K € RP*"™ se e somente se o par (A, B) for controlavel.

<

Propriedade 2.9
Os autovalores de (A — BK') podem ser arbitrariamente alocados (desde que os autovalores complexos
aparecam em pares conjugados) pela escolha apropriada de K se e somente se (A, B) for controlavel.

O
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20 Capitulo 2. Realimentacao de Estados

Projeto ciclico

O problema MIMO é transformado em um problema SISO e entao aplica-se o resultado de alocagao
de sistemas monovariaveis.

Definicao 2.1 (Matriz ciclica)

Uma matriz A é ciclica se seu polindmio minimo é igual ao polinémio caracteristico. O polinémio
minimo de A é o polinémio A,,(A\) de menor grau tal que A,,(A) = 0.

Em termos da forma de Jordan, uma matriz é ciclica se e somente se houver um tnico bloco de Jordan
associado a cada autovalor distinto.

0

Propriedade 2.10
Se o par (A, B) é controlavel e A é ciclica, entdo para quase todo vetor & € RP*! o par (A, BE) é
controlavel.

Prova:
Considere
210 0 0 0 1 X
021 0 0 0 0 x
A=]1002 0 0 | ,B=|1 2 ,B{zB[&]: o
000 -1 1 4 3 & x
000 0 -1 0 1 B

Ha apenas um bloco de Jordan associado a cada autovalor e portanto A é ciclica; a condi¢ao para que
o par (A, B) seja controldvel é que a terceira e a ultima linhas de B sejam nao nulas.
A condigao para que (A, BE) seja controlavel é que aw # 0 e § # 0. Como

a=§+2H , B=E&

ou « ou [ valem zero se e somente se £ = & = 0 ou & = —2&. Qualquer outra escolha do vetor &
torna o par (A, BE) controlavel.

A condicao de que a matriz A seja ciclica é essencial. Por exemplo, o sistema
2 1 0 2 1
A=10 2 0 , B=10 2
0 0 2 10

é controldvel mas nao existe £ tal que (A, B) seja controldvel.

Note que possuir autovalores distintos é uma condicao suficiente para a matriz A ser ciclica.

Propriedade 2.11
Se (A, B) é controlavel, entao para quase toda matriz constante K € RP*" a matriz (A — BK) tem
autovalores distintos e, conseqiientemente, ¢é ciclica.

Prova: considere n = 4 e o polinémio caracteristico de A — BK
Ag(s) = st 4+ ass® + aes® + ags + o

cujos coeficientes sao fungoes dos elementos k;; da matriz K.

Se A — BK tiver autovalores (que sdo raizes de Ay(s)) iguais, entdao esses autovalores também sao
rafzes do polinémio que é a derivada de Ay(s)

A’f(s) = 45> + 335> + 2095 + a1
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2.3. Exercicios 21

Se Af(s) e A’(s) tém rafzes comuns, entdo os polindomios nao sdo coprimos. A condigdo necesséria
e suficiente para que os polindmios nao sejam coprimos é que a matriz de Sylvester associada seja
singular, isto é,

(7)) a1 0 0 0 0 0
ap 202 o9 ar 0 0 0
as 3oz a1 200 o O 0

as 4 a9 3az a1 200 ap i
det 1 0 (0%} 4 a9 3043 (65) 20&2 - f(k”) =0
0 0 1 0 asg 4 a9 3043
0 0 0 0 1 0 a3 4
o o o0 0 0 0 1 0

Entre todas as possiveis escolhas para k;;, hd pouca probabilidade de que f(k;;) = 0.

O procedimento para a alocagao dos autovalores de (A — BK) é dado por:

e Se A nao for ciclica, introduzir a realimentacdo z = w — Kyv tal que A = A — BK; seja ciclica.

v = (A — BKy)v+ Bw = Av + Bw

e Como (A, B) é controlavel, (A, B) também o é. Assim, existe um vetor ¢ tal que (A4, BE) é

2.3

controlavel.

Determine o ganho k € RY™™ que aloca os autovalores de A — BEE nas posicoes desejadas e define
a lei de controle para o sistema transformado

w=r—Kov, Ko=¢Fk
A lei de controle do sistema original é dada por

r=r—(Ki+Ky)v=r—Kv

Exercicios

ExERrcicio 2.1
Considere o sistema linear dado por

v=Av+bx, y=cv

A:[_‘;’ 152], b:[ﬂ, c=[-1 1]

a) O sistema é controldvel?
b) O sistema é estabilizdvel (isto é, existe um controle 2z = r — kv que estabiliza o sistema)?

¢) Determine (se possivel) k, isto é, uma lei de realimentagio de estados © = r — kv que aloque os
autovalores em malha fechada em —1, —2.

d) Determine (se possivel) g € R, isto é, uma lei de realimentagdo de saidas @ = r — gy que aloque
os autovalores em malha fechada em —1, —2.

K3

ExErcicio 2.2
Considere o sistema linear dado por

v=Av+ Bx, y=cv
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A= , e=[1 0 1]

o N O
O Ot =
[ =
Sy
I
O = O
[

a) O sistema é controldvel?
b) O sistema ¢é observével?

¢) Determine (se for possivel) uma realimentagao de estados @ = r — Kv tal que os pdlos da fungéao
de transferéncia em malha fechada estejam todos em —1

Y

ExERrcicio 2.3
Considere o sistema linear dado por

v=Av+bx, y=cv

A:{_OZ _13] b:m, c=1[3 1]

Determine uma realimentacao de estados x = r — kv que torne o sistema em malha fechada nao
observavel.

KX

EXERcicio 2.4
Considere

. 0 1 0
v=Av+bxr , y=cv A{_Q 5],b[1],c[0 1]

a) Determine (se possivel) um ganho de realimentagao de saidas k € R tal que a lei de controle
x = r — ky estabilize o sistema em malha fechada.

b) Determine o ganho de realimentacio de estados k € R'*2 tal que a lei de controle z = r — Kv
aloque os autovalores do sistema em malha fechada A — bk em —1 e —2.

Y

EXERcicio 2.5
Considere

. 7 6 1

v=Av+bx , y=cv , A:[_g —8]’ b:[ }, c:[3 2}
a) O sistema é controlavel?
b) O sistema é estabilizavel?

c¢) Determine (se possivel) um ganho de realimentagao de estados k& € R*2? para que o controle
x = r — Kwv aloque os autovalores do sistema em malha fechada A — bk em —2 ¢ —3

d) Determine (se possivel) um ganho de realimentacao de saidas k € R (escalar) para que o controle
x = r — ky aloque os autovalores do sistema em malha fechada A — bkc em —2 e —3

KX

EXERCICIO 2.6

Considere
. |2 0] |11
v =Av+bx A—[O 2], B_[l 0}

Determine o ganho de realimentacdo de estados K € R?*? tal que a lei de controle x = r — Kv
aloque os autovalores do sistema em malha fechada A — BK em —1 e —2.

KX
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ExERCicIO 2.7
Considere o sistema dado por

. | -1 =7 12
v—Av—l—Bx,A—[l 2},3—{_2 _1]

Determine um ganho de realimentacao de estados que aloque os autovalores de A — BK em —2 e
—3, na forma:

sne[2] w5 8] 0w (23]

B e
3
ExERCiCIO 2.8
Considere o sistema linear descrito por
4 2 4 1 10 1
v=Av+bxr , y=Cv , A=|1 0 0| ,b=10 ’C:[Olo}
01 0 0
a) Determine uma realimentagao de estados z = —kv, k € RY*3 que aloque os autovalores do
sistema em malha fechada A — bk em —1,—2, —3.
b) Determine, se possivel, uma realimentagao de safda z = —ky, k € R1*2 que aloque os autovalores
do sistema em malha fechada A — bkC em —1,—2, —3.
3
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Capitulo 3

Observadores de Estado

A realimentacao de estados pressupoe que os estados v sao disponiveis, o que nem sempre é possivel.
Além disso, pode existir limitacdo quanto ao ntimero de sensores ou medidores no sistema.

Quando os estados nao estao disponiveis, observadores de estado podem ser utilizados para estimar
os valores de v. Observadores sao estimadores do estado para sistemas deterministicos.

3.1 Sistemas SISO

A Figura 3.1 apresenta o observador de estados como proposto por Luenberger! em 1964 [6]. Note
que supoe-se o conhecimento da entrada e da saida do sistema, e também que o modelo representa de
maneira acurada o sistema fisico.

x ‘ Y
b ay Y / v c
_|_
A
_l’_
/ O
_%
A C A~
D /F 0,

EX
A\
@> .
—

Figura 3.1: Observador de estados.

O observador é construido a partir da escolha da matriz ¢. A justificativa para essa estrutura vem do
fato de que o erro
e=v—7

é assintoticamente nulo se todos autovalores da matriz A — fc tiverem parte real negativa. De fato,

ID. G. Luenberg é professor na Stanford University, California, EUA.
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3.1. Sistemas SISO 25

v=Av+br , y=cv

0= (A—Llc)o+bx+ Ly

é=0—0=(A—tle)(v—12) = (A—Lle)e

Portanto, a dinamica do erro é descrita por um sistema autonomo, isto é, independente da entrada.
Além disso, alocando apropriadamente os autovalores de A — fc, pode-se controlar a taxa com que o
erro tende a zero.

Propriedade 3.1
Os autovalores de (A—/¢c) podem ser alocados arbitrariamente pela escolha de um ganho ¢ se e somente
se o par (A, c¢) for observavel.

Prova: por dualidade, se (A’, ) é controldvel, entdo os autovalores de (A" — ¢'k) podem ser alocados
arbitrariamente. Basta fazer £ = k'.

Propriedade 3.2 (Cémputo do estimador pela equacao de Lyapunov)
Considere o sistema de dimenséo n

v=Av+bxr , y=cv

1. Escolha uma matriz F' € R™*™ estdvel com os autovalores desejados (distintos de A).

\V)

. Escolha ¢ arbitrério tal que (F, /) seja controlavel.
3. Obtenha a solucao unica 7" da equagao de Lyapunov

TA—-FT ={c

S

. A equacgao de estado
Z=Fz+Tbx+ ly
v=T"12

gera um estimador para v.

Se A e F nao tém autovalores em comum, entdo a tnica solu¢ao de TA — FT = {c é nao-singular se
e somente se (A, c) é observavel e (F, ) é controlavel.

Definindo e = 2z — Tw
e=2—-Tv=Fz+Tbx +lcv—TAv — Thx

e, como T'A = FT + lc, tem-se
é=Fz+Llex — (FT + lc)x = F(z —Tv) = Fe
Se F é estével, e(t) — 0 quando t — 400, e z — T, e portanto T~ 'z é um estimador para v.

O
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3.1.1 Estimador de estado de ordem reduzida

Considere o sistema
v = Av + bx
Yy =cv

Sistemas observaveis podem ser colocados na forma canénica observavel. Por exemplo, para n = 4,
tem-se

—Q3 1 00 53
.| —a2 01 0 B2
R R N i I

—Qp 0 0 0 50

y=[1 00 0]v

Note que a saida y(t) é a primeira variavel de estado, e portanto pode-se construir um estimador de
estado apenas para as demais variaveis v;, 1 = 2,3,...,n

Propriedade 3.3 (Estimador de ordem reduzida pela equacao de Lyapunov)
1. Escolha F € R(=1Dx(=1) estavel com autovalores distintos de A.

2. Escolha ¢ arbitrério tal que (F,¢) seja controldvel.

3. Obtenha a solugdo tnica T' € R("=D*" (a equacio de Lyapunov TA — FT = (¢

S

. A equacao de estado (n — 1)-dimensional estima v

Z=Fz+Tbx+ by

=[5 (7]

Note que a equacao
pode ser escrita

e portanto y = cv e z = T0. Entao, y é um estimador para cv e z para Tv, pois
e=z—"Tv

e=%2—To=Fz+Tbx + bcv—TAv — Tbxr = Fe

e, novamente, se F' é estavel, entao e(t) — 0 quando t — +o0.

Propriedade 3.4
Se A e F nao tém autovalores em comum, entao a matriz quadrada

r-[:]

com T solugao unica de T'A — F'T' = {c é nao singular se e somente se (A, ¢) for observével e (F, /) for

controlavel.
_o_
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3.1.2 Realimentagao a partir dos estados estimados

Considere o sistema
v = Av+bx

Yy = cv

Se (A, b) é controlavel, a realimentacao de estados x = r — kv aloca arbitrariamente os autovalores de
(A — bk).

Entretanto, o vetor de estado nem sempre esta disponivel para a realimentagao. Nesse caso, pode-se
construir um observador de estados.

Se (A, c) é observavel, um observador de estados de ordem completa ou reduzida com autovalores
arbitrarios pode ser construido. Por exemplo, o estimador de ordem n dado por

0= (A—Le)o+ bx 4 Ly

A escolha de ¢ (ou melhor, dos autovalores de (A — fc)) determina a taxa com que o estado estimado
¥ converge para o estado do sistema.
A realimentacao dos estados estimados produz

r=r—kov
e, combinando as equacoes, tem-se

v = Av—0bkv+br
v = (A—Le)o+b(r— ko) + Lev

que é um sistema de dimensao 2n, que pode ser escrito
vl A —bk vy b
b T e A—te—bk || 0 b )"

e[

Definindo uma transformacao de similaridade

tem-se

o[

Note que os autovalores da matriz dinamica do sistema aumentado sao a uniao dos autovalores de
(A — bk) e (A — lec). Portanto, o estimador ndo altera os autovalores nem tem seus autovalores
modificados pela conexao. Essa propriedade é conhecida como o principio da separacao.
Além disso, o sistema aumentado é nao controlavel (forma candnica), e a fungao de transferéncia do
sistema é igual a da equacao

v=(A—-bk)v+br , y=cv
dada por

G(s) = c(sl — A+bk)"'b

Ou seja, na fungao de transferéncia nao aparece o estimador.

De fato, no computo de fungoes de transferéncia, as condicOes iniciais sao assumidas iguais a zero e,
portanto, v(0) = v(0) = 0 o que garante que v(t) = (t) para todo t.
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3.2 Sistemas MIMO

Considere o sistema

v=Av+ Bz , y=Cv

O estimador de ordem completa (isto é, a dimensao de ¥ é a mesma de v) é dado por

v =(A-LC)o+ Bz + Ly

A dinamica do erro é descrita pela equacao autoénoma

é=(A—-LC)e

Propriedade 3.5
Se (A, C) é observavel, entao todos os autovalores de (A — LC') podem ser arbitrariamente alocados

pela escolha de L (determinando assim a taxa com que ¥ converge para v).
o

O ganho L do estimador pode ser computado pelos mesmos métodos utilizados para o calculo do
ganho K do controlador (dualidade).
3.2.1 Estimadores de ordem reduzida

Considere novamente o sistema
v=Av+ Bz , y=Cv

com rank(C') = ¢. Defina a transformacao de similaridade

[

com R € R 9*" egcolhida de maneira a que exista P~! = Q, que por sua vez pode ser particionada
na forma

Q=P '=][ Q2] . QeR™ Qy € R™*(=9)
Como QP =1, tem-se

[ _ | CQ1 CQ2 | _[I; O
I"_PQ_[R][Ql QQ]_[RQl RQz]_[SIn—q}

Aplicando a transformacio de similaridade v = Q9 = P~ no sistema, tem-se
v =PAP v+ PBx
y=CP'o=0Qv=[1, 0]v

ou, reescrevendo em termos das particoes,

[?l}:[ﬁn 412][v1]+[31]x
[5) A9y Ao T By
Y= [ I 0 ]17 = , v € RN | gy e ROv-OXT

Como a saida y do sistema transformado coincide com os ¢ primeiros estados v1, apenas os demais
n — q elementos do vetor v precisam ser estimados.

A equagao de estados pode ser reescrita como
U= Ay + A1pve + Bix
Vo = Agols + A1y + Box
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e, definindo-se
T=Any+Bxr , w=y—Any— Biw
tem-se
Uy = Agao +T , w = A1209

Propriedade 3.6 o o
O par (A,C) (ou o par (A,C)) é observavel se e somente se o par (Aaz, A12) é observavel.

Portanto, existe um estimador para vs na forma
Vg = (12122 - EA12)132 +Lw+7= (12122 - EAuﬁ)z + E(z) — Any - BNU) + (Amy + 5’290)

Definindo z = vy — Ly, tem-se
2= (Ay — LAp)(2 + Ly) + (Az1 — LAn)y + (By — LBy)zu

i = (Ag — LAy9)z + ((z‘im — LAj9)L + (A — Lzl11)>y + (Bs — LBy)z

sendo que z + Ly é uma estimativa de vs.
e =17y — (z+ Ly)

Com o erro dado por

a equacao dinamica do erro é
é =10y — (£+ Ly) = (App — LA1p)e

Como o par (/_122, [112) é observével, os autovalores de Agy — LA15 podem ser alocados arbitrariamente.
O estado estimado é composto pela informacao precisa obtida da saida y mais a estimativa z + Ly,
v) N
Ly+ =z

isto é,

sl el ][]

Nas coordenadas originais, tem-se
=P lo=Qi=[Q1 Q]| ;"
Ly + =z

Os autovalores de Asy — L A5 podem ser alocados pela escolha de L, usando-se os mesmos métodos

(N

utilizados para calculo de realimentacao de estados.
Propriedade 3.7 (Estimador de ordem reduzida pela equacao de Lyapunov)
Considere um sistema de dimensao n e ¢ saidas, com o par (A4, C) observével e C' de rank q.

Escolha F € R("=9x(n=4) egt4vel arbitraria mas com autovalores diferentes daqueles de A.

1.

2. Escolha L € R("~9%4 tal que (F, L) seja controldvel.

Obtenha T € R("~9*" solucio tnica da equacio de Lyapunov
TA—-FT =LC

Se a matriz quadrada
C
r-[7]

for singular, retorne ao passo 2 e repita o processo para outra matriz L. Se P for nao singular,
Pedro Peres
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30 Capitulo 3. Observadores de Estado

¢=Fz+TBx+ Ly
o= ¢ NE
| T z

Da equagao do estimador, tem-se y = C'0 (y portanto estima Cv) e z = T0. Definindo e = z — T'v,
tem-se

produz um estimador para v.

é=2-Tv=Fz+TBx+ LCv—TAv—TBx=Fz+ (LC —TA)v=F(z —Tv) = Fe
Se F é estavel, e(t) — 0 quando ¢t — +oco e portanto z é um estimador para Tv

Propriedade 3.8
Se A e F nao tém autovalores em comum, entao a matriz quadrada

e[

com T solugao tnica de TA — FT = LC é nao singular somente se (A,C) é observavel e (F,L) é
controlavel.

Condicao apenas necessaria. Dado um par (A, C') observével, é possivel escolher (F, L) controldvel e
obter P singular.

3.2.2 Realimentacgao a partir dos estados estimados

Considere o sistema n dimensional
v = Av + Bx

y=Cv

e o estimador de ordem n — ¢
z=Fz+TBx+ Ly

-1
e Y| _ p-1] Y
o=[7 ][]
Particionando a inversa de P na forma
Pl=[Q1 Q]
com Q1 € R"™4 ¢ Qy € R ("9 isto é,

[ Q1 Q2][§]:Q10+Q2T:I

pode-se re-escrever o estimador de ordem n — ¢
¢=Fz+TBx+ Ly

0= Q1y + Q22

Se o estado do sistema nao estiver disponivel para realimentacao, pode-se utilizar o estado estimado ©
r=r—Ko=r—KQiy— KQ>z

0V=Av+ B(r — KQiy — KQ22) = (A — BKQ1C)v — BKQ2z + Br
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2=Fz+TB(r— KQuy—KQ2z)+ LCv=(LC—-TBKQC)v+ (F —TBKQ2)z+TBr
A equagao do sistema aumentado (dimensao 2n — ¢q) é dada por

v o A—BKQlC —BKQQ v B
: | 7| LC-TBKQ,C F—TBKQ, + "

e o[

ou, utilizando uma transformacao de similaridade

HEESEENIIN

que, usando a equacado TA — FT = LC e as particoes Q1 e Q2 da inversa de P, produz
v | | A-BK —-BKQ» vy B
e | 0 F e 0"

e o[

Assim como no caso SISO, vale o principio da separacao e a matriz de transferéncia de r para y é

dada por
Gy(s)=C(sl- A+ BK)™'B

3.3 Exercicios

ExEercicio 3.1
Considere o sistema linear dado por

v=Av+bx, y=Cv
2 0 1 11
a=fi o=l o=

Encontre, se possivel (se nao for possivel, justifique), o ganho L € R?*2 do observador de estados

de ordem completa dado por _
0= A0+ Bx + L(y — C?)

que leve o erro do observador (¢ — v) assintoticamente para zero, alocando os autovalores da matriz
dindmica do erro em —4 e —5. 3

ExERcicio 3.2
Considere o sistema linear dado por

. 0 2 2
v=Av+bx, y=cv , A:{l 5],62[1],0:[0 1]

Determine, se possivel (se ndo for possivel, justifique), o ganho ¢ € R?*! do observador de estados
de ordem completa dado por

0= Ab + bz 4 £(y — cd)

que leve o erro do observador (v — 0) assintoticamente para zero alocando os autovalores da matriz
dinamica do erro em —b e —6.

Y
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ExErcicio 3.3
Considere o sistema,

. 0 1 0
v:[25}v+[1]x,y:[l 2]1}
a) Determine, se possfvel, o ganho ¢ € R?*! do observador de estados de ordem completa dado por

0= Ab + bz 4 £(y — cd)

que leve o erro do observador (v — ©) assintoticamente para zero alocando os autovalores da matriz
dindmica do erro em —5 e —6.

b) Determine, se possivel, uma transformagao de similaridade © = Twv que coloque a saida do

sistema na forma
Yy = [ 1 0 ]17

c) Determine, se possivel, o ganho escalar ¢ do observador de estados de ordem reduzida dado por

z= (1‘_122 - Zf‘_hz) z+ [(/_122 - [7[112) l+ (14_121 - 571‘_111)] Y+ (62 - [51) x

[S{R
<P

Y N -1
= — = T
{ z+ Ly ] v
que aloca a dinamica do erro em —8, sendo as partigoes obtidas apds aplicar-se a transformagao de

similaridade T do item b), isto é, A = TAT~'; b=Tb; ¢ = T .
ol
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Capitulo 4

Compensadores

De maneira geral, o projeto de um sistema de controle consiste em determinar o sinal de entrada
x para que a saida y tenha um certo comportamento em relacao a referéncia r, como ilustrado na
Figura 4.1.

Figura 4.1: Sistema de controle.

Na estratégia mostrada na Figura 4.2, denominada controle em malha aberta, o sinal de atuacao x
depende apenas do sinal de referéncia r e do controlador C(s) para alterar o comportamento da planta
H(s). O esquema é sujeito a ruidos, incertezas e imprecisoes.

R(s) X (s) Y (s)

—_— C(S) H(S) ————

Figura 4.2: Controle em malha aberta.

Estratégias em malha fechada utilizam informacoes do que estd acontecendo com a planta (geralmente,
um sinal de saida) para influenciar o comportamento do controlador, como por exemplo no esquema
de realimentacao unitaria mostrado na Figura 4.3.

O ganho constante p (chamado de feedforward) e o compensador C(s) devem ser projetados para
garantir um certo comportamento em malha fechada. O sinal de controle (entrada de H(s)) é dado
por

X(s) = C(s)(pR(s) = Y (s))

e a funcao de transferéncia em malha fechada é

_ C(s)H(s)
~ P11 C(s)H(s)

N(s)

B - B(s)N(s)
Als) D(s)

PA(s)D(s) + B(s)N(s)

G(s) G(s) =

Note que a dinamica do sistema controlado é governada pelos pélos em malha fechada, e que o
controlador nao afeta os zeros do sistema original.
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34 Capitulo 4. Compensadores

R(s) — Y(s)

——>

—1

Figura 4.3: Realimentacao unitaria com ganho feedforward p.

Propriedade 4.1 (FragGes coprimas)
O sistema racional préprio H(s) dado por

N(s) _ Bms™ + Brm-18""1 4+ Bis+ By

H =
() D(s) S+ 18 4+ ags +ag

possui pélos e zeros coincidentes (isto é, pode ser simplificado e reescrito como uma razao de polindémios

de graus menores do que m) ou, equivalentemente, N(s) e D(s) nao sao coprimos se e somente se
b )

det(S) = 0, com a matriz S € R?™*?™ dada por

aw B 0 0 0 0 -0 0
a; B1 ag Bo O O 0 0
S= |2 P2 a1 Bi1 ag PBo 0 O
0 0 0 0 0 0 1 B

pois, se H(s) puder ser simplificada, entao

N(s)  Bms™+ Bnas™ L4+ Bis+ By B(s)  bp-15™ 1+ bp_os™ 2+ -+ bys + by

D(s) S 4+ Q1S 4 ans + o A(s)  am—18™ T+ am_os™ 2+ +a1s+ag

= N(s)A(s) — D(s)B(s) =0

com os coeficientes a;, b; a determinar. Multiplicando e igualando os termos de mesma poténcia em
s, tem-se o sistema de 2m equacoes com 2m incognitas

_bO
-Oé(] ﬁo 0 0 0 0 - 0 0 i a
aq 51 (&%) 50 0 0 0 0 —b1
az P2 a1 B1 oag Po 0 0 ax =0
(0 0 0 0 0 0 1 Bl |—bm
L dm—1 |

que possui solugao diferente da trivial se e somente se det(S) = 0. A matriz S é chamada de matriz
de Sylvester associada & planta H(s) = N(s)/D(s).
—o_

Propriedade 4.2
Considere o esquema de realimentagao unitaria mostrado na Figura 4.3, com
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e funcao de transferéncia em malha fechada dada por

1 B pB(s)N(s)

G(s) = PTT C(s)H(s)  A(s)D(s) + B(s)N(s)

Existem A(s) e B(s) que alocam arbitrariamente os pélos em malha fechada se e somente se os
polinémios N(s) e D(s) forem coprimos.

Prova:

Os pdlos em malha fechada sdo dados pelas raizes do denominador de G(s), isto é, de

F(s) = A(s)D(s) + B(s)N(s)

e se houver um fator comum, por exemplo, um zero e um pdlo em —o, D(s) e N(s) podem ser
fatorados em termos de (s + o). Nesse caso, s6 existe solugdo se F(s) apresentar o mesmo fator
comum (e portanto a alocacdo nao é arbitraria).

Uma solugao para a alocacao dos pélos em malha fechada nas raizes de F(s) pode ser obtida a partir
da identidade de Bézout!, isto é, obtendo-se A(s) e B(s) tais que

A(s)D(s) + B(s)N(s) =1
e multiplicando a equacdo acima por F(s) para determinar A(s) = F(s)A(s) e B(s) = F(s)B(s).

<

Exemplo 4.1
Note que sempre existem A(s) e B(s) tais que

A(s)D(s) 4+ B(s)N(s) =0

(por exemplo A(s) = —N(s) e B(s) = D(s)), e que uma soluciio geral para a equacio

F(s) = A(s)D(s) + B(s)N(s)

é dada por

A(s) = A(s)F(s) + Q(s)A(s) , B(s) = B(s)F(s) + Q(s)B(s)
com Q(s) arbitrario e A(s), B(s) tais que A(s)D(s) + B(s)N(s) = 1.
Considere D(s) =52 —1, N(s) = s—2 e F(s) = 53+ 4s? + 65 + 4. Da identidade de Bézout tem-se

1, 1 B
_§(S -1)+ §(5+2)(8 -2)=1
e portanto
A(s) = é(s3 +4s* +65+4) + Q(s)(—s +2)
B(s) = —%(5—5—2)(53+432+63+4)+Q(s)(32—1)

é solucao geral para a equagao do compensador, com Q(s) arbitrério.

Como em geral o custo de implementacao é proporcional a ordem do controlador, solugdes com
ordem elevada podem nao ser convenientes. Uma escolha para @Q(s) é dada por

Q(s) = (s> +6s+15)/3

que implica em
4 —22s5 — 2
Uy 2

¥

'Etienne Bézout, matematico francés (1730-1783).
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Propriedade 4.3 (Alocagao de pdlos)
Considere um sistema racional préprio dado por

com N(s) e D(s) coprimos de grau m. Entdo, os m + ¢ pélos de malha fechada da estrutura de
realimentacao unitaria mostrada na Figura 4.3 podem ser arbitrariamente alocados por um controlador
préprio de grau £ se e somente se

{>m-—1
Prova:
Considere H(s) e C(s) dados por
52524-5184-,30 b18+b0
s =+ O = 2t
18 + g ai1s + ap

A equacio de alocacio de m + ¢ = 3 pélos em malha fechada (raizes do polinémio F(s) = s3 + fos? +
fis+ fo) é dada por

(52 + ars + ap)(ars + ag) + (B2s® + B1s + Bo)(bis + bo) = 5% + fos® + fis + fo

Igualando os termos de mesma poténcia em s e re-escrevendo em forma matricial, tem-se

ag Bo 0 O] [ao Jo
a1 1 oag Bo| |bo N

1 B2 a1 Bi| |aa fo c=1
0 0 1 Bl |b 1

que é um sistema de m+£+1 = 4 equacoes com 2(¢+1) = 4 incégnitas. Neste caso, a matriz S € R**4
¢ a matriz de Sylvester 2m x 2m associada aos polindémios coprimos N(s) e D(s) e tem rank pleno
igual a 4. Como conseqiiéncia, a solucio é tinida, dada por ¢ = S7!f.

No caso geral, para que o sistema de equagoes A(s)D(s) + B(s)N(s) = F(s) tenha solugao com
F(s) arbitréario, a condigao necessaria e suficiente é que o sistema de equagoes resultante tenha rank
completo de linhas, o que requer

20+1)>m+l+1 =L>m—1

Note que, por construgao, o rank completo de linhas m + £ + 1 é assegurado para £ > m — 1. Um
aumento unitario na ordem do controlador resulta em uma nova linha que ¢é linearmente independente
das anteriores e em dois novos parametros a determinar. Graus maiores que m — 1 podem ser usados
com outras finalidades (por exemplo, para a obtengao de um controlador estritamente préprio).

Note ainda que para escolhas de £ que nao satisfazem a restricao £ > m—1, pode ou nao existir solucao
dependendo da escolha de F'(s) (que, portanto, deixa de ser arbitrario).

Propriedade 4.4 (Regulagao)

Considere o esquema de realimentacao unitaria da Figura 4.3 com sinal de referéncia nulo.

Um compensador C(s) que aloque os pélos em malha fechada do sistema realimentado no semiplano
esquerdo (pdlos com parte real negativa, ou seja, fungdo de transferéncia em malha fechada BIBO
estavel) garante que a resposta tende assintoticamente a zero para qualquer condigao inicial.

O ganho feedforward nao é necessario neste caso (isto é, p = 1).

Propriedade 4.5 (Rastreamento)
Considere o esquema de realimentacao unitaria da Figura 4.3 com o sinal de referéncia igual a um
degrau de amplitude a.
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O rastreamento assintético (isto é, o sinal de saida tendendo a a quando t — +00) é assegurado por
um controlador C(s) que aloque os pdlos no semiplano esquerdo do plano complexo e um ganho de
feedforward dado por

_Jo

p =
boBo
pois, com a BIBO estabilidade da funcao de transferéncia em malha fechada e um sinal de referéncia
r(t) = au(t), tem-se

B C(s)H(s)
Y(s)=r (1 n C(s)H(s)>

a
S

e, pelo teorema do valor final,

C(0)H(0)
————a
1+ C(0)H(0)
Portanto, para que nao ocorra erro de regime, é preciso que

Jim y(t) = lim sY(s) = p

C(0)H(0)
1+ C(0)H(0)

P =1 = p=

i B(S) i Zz bisi
) =36 = S

b
boBo

Note que o rastreamento assintético exige fy # 0 (ou seja, a planta nao pode ter zeros em s = 0) e

que o controlador seja tal que by # 0.
_o_

Exemplo 4.2 (Alocagao de pdlos com rastreamento)
Considere a planta

(s—2)
G =
e o esquema de realimentacdo unitaria da Figura 4.3. Pela Propriedade 4.3, um controlador C(s)
préprio de grau 1 aloca arbitrariamente os pélos do sistema em malha fechada. Por exemplo,
escolhendo —2, —1 + j tem-se
F(s) =53+ 45> + 65+ 4

Da equacao do compensador, obtém-se

-1 -2 0 0 ag 4
0 1 =1 =2| [bg| |6
1 0 0 1 ar| |4
0 0 1 0 by 1
—22s — 23
=1 =34/3,by = —22/3,bp = —2 — =27 =2
ai ,ap 3 /3, 1 /3, 0 3/3 = C(S) 35 1 34
Para garantir o rastreamento assintético, o ganho feedforward é dado por
_Jo _ 6
r boBo 23

e a funcao de transferéncia em malha fechada é

. —2(225+23)(s — 2)
Gls) = 23(s3 + 452 4 65+ 4)

Note que essa estratégia para o rastreamento é sensivel a variacoes de parametros. %
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Propriedade 4.6 (Principio do modelo interno)
Considere o sistema realimentado da Figura 4.4.

R(s) \ Y(s)

Co)l (5 Hls)

—1

Figura 4.4: Rejeigao de disturbios.

A rejeigao de disturbios W (s) conhecidos e o rastreamento robusto (isto é, ndo sensivel a variagoes de
parametros) para referéncias R(s) sao assegurados por um controlador que possua como pdlos todos
os polos instaveis de W(s) e R(s), desde que nenhum desses pélos seja zero de H (s).

Prova:
Suponha as fungoes proprias

com D, (s), Dy(s) conhecidos e N, (s), Ny(s) arbitrarios e que os pdlos instaveis de R(s) e W (s)
foram agrupados em um polinémio ¢(s). Se nenhuma raiz de ¢(s) é zero de H(s) = N(s)/D(s), entao
D(s)¢(s) e N(s) sao coprimos.

Portanto, existe um compensador préprio B(s)/A(s) que aloca os pdlos do sistema em malha fechada
nas raizes do polinémio F'(s) (equagao do compensador)

A(s)D(s)¢(s) + B(s)N(s) = F(s)

O projeto é feito como se ¢(s) fizesse parte do denominador da planta, como ilustrado na Figura 4.5,
determinando-se C'(s) = B(s)/A(s) que aloque os pdlos no semiplano esquerdo.

W (s)
R(S) CTTTTTTTTTTTTTTTees 3
. - o + G(s)
| A(s) o(s) | "/ s o
e

Figura 4.5: Realimentacao unitaria e principio do modelo interno.

Computando a funcao de transferéncia em malha fechada de W (s) para Y(s)

N(s)/D(s) _ N(s)A(s)o(s) _ N(s)A(s)o(s)

1+ (B(s)/A(5)é(s)) (N(s)/D(s)) — A(s)D(s)6(s) + B(s)N(s) F(s)
A saida devido a entrada W (s) é dada por

Gyu(s)

N(s)A(s)p(s) Nu(s)
F(s) Dy (s)

Yo (s) = Gyu(s)W(s) =
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Como todas as raizes instaveis de D,,(s) s@o canceladas por ¢(s), todos os pélos de Y, (s) tém parte

real negativa, e y,,(t) — 0 quando t — oc.
De maneira andloga, computando a saida Y, (s)
B(s)N(s

Y:r(S) = Gy'r(s)R(s) - A(S)D(3)¢(S) + B(S)N(S) R<s>

Em termos do erro E(s) = R(s) — Y;(s), tem-se

E(s) = R(s) = Yi(s) = (1 = Gyr(s))R(s) = g

Termos instdveis de D,(s) sao cancelados, e r(t) — y,(t) — 0 quando ¢t — oo. Por linearidade,

y(t) = yu(t) + yr(t) e portanto r(t) — y(¢t) = 0 quando t — oo.

Note que o rastreamento assintético e a rejeicao de disturbios sao assegurados pelo cancelamento da
parte instdvel comum em D,,(s) e D,(s) com ¢(s), mas nao ha cancelamentos de pélos e zeros instaveis

na alocacao dos polos de malha fechada.

Mesmo para variagoes de parametros em D(s), N(s), A(s) e B(s), o rastreamento assintético e a
rejeicao sao assegurados (desde que o sistema em malha fechada permanega BIBO estavel), o que

caracteriza a robustez do controlador.

Exemplo 4.3

Considere novamente a planta do Exemplo 4.2 e o problema de rastreamento assintético robusto
para qualquer entrada em degrau (isto é, modelo interno ¢(s) = s). A equacao de alocagao de pélos
é dada por

A()D(s)6(s) + B(s)N(s) = F(s)
e, com um controlador de ordem 2, tem-se F(s) de grau 5.

Escolhendo os pélos —2, —2 + j e —1 4+ 27, tem-se
F(s) = s° 4 85 4 30s% + 665 + 855 + 50

resultando no sistema de equagoes

o -2 0 0 0 O ao 50
-1 1 0 -2 0 O bo 85
0o 0 -1 1 0 =2|ai| |66
1 0 0 0 -1 1 by| |30
0o o 1 o0 0 0 a2 8
o o o o 1 0 bo 1
cuja solugao é
127.3
—25
8 N B(s)  —96.3s* —118.7s — 25 C(s) = B(s)  —96.3s* —118.7s — 25
—118.7 A(s)  s2+8s+127.3 ’ A(s)p(s)  (s2+8s+127.3)s
1
-96.3

¥
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40 Capitulo 4. Compensadores

4.1 Exercicios

ExXERCICIO 4.1
Considere o sistema linear descrito pela funcao de transferéncia

s+1

His) = 52 —2s+1

e 0 esquema de realimentacao unitaria mostrado na figura.

R(s) Y(s)
C(s) H(s)

Obtenha, se possivel,

a) Um controlador préprio de ordem zero que imponha pdlos de malha fechada com parte real
negativa

b) Um controlador préprio de ordem 0 que aloque os pdlos de malha fechada em —2 ¢ —5

¢) Um controlador préprio de ordem 1 que aloque os pdlos de malha fechada em —1, —2 ¢ —3

d) Um controlador estritamente préprio de ordem 1 que aloque os pélos de malha fechada em —1,
—2e—3

e) Um controlador estritamente préprio de ordem 1 que aloque os pélos de malha fechada nas raizes
de s% + 3852 + 21s + 140

Y

ExERrcicio 4.2
Considere o sistema linear descrito pela fungao de transferéncia

s+1/5
Hs) =
54 +8s+3
e o esquema de realimentacao unitaria mostrado na figura.
W (s)
R(s) Y(s)
C(s) H(s)

Obtenha, se possivel,

a) C(s) = bg/ap alocando os pélos do sistema em malha fechada em —1 e —2
b) C(s) préprio, de ordem 1, alocando os pélos do sistema em malha fechada em —1, —2 e —3.
¢) Obtenha um controlador C(s) préprio, de ordem 2, que assegura rastreamento assintético para

entrada em degrau e aloca os pélos de malha fechada em —1, —1, —2, —2 e —3, isto é, nas raizes
do polindmio (s + 1)2(s + 2)%(s + 3) = s® + 9s* + 3153 + 5152 + 40s + 12

Y

ExErcicio 4.3
Considere o sistema linear descrito pela fungao de transferéncia

s+ 2
His)=3"%
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4.1. Exercicios 41

e o esquema de realimentacao unitaria mostrado na figura.

W (s)

C(s) H@ﬁ H(s)

R(s)

Obtenha, se possivel,

a) C(s) = bg/ap alocando o pélo do sistema em malha fechada em —3

b) Obtenha C(s) estritamente préprio, de ordem 1, alocando os pélos do sistema em malha fechada
em —2e —3

¢) Monte a equagao para a obtencao dos coeficientes do controlador C(s) préprio que assegura
rastreamento assintético para entrada em degrau, rejeicao de distirbios para

s+ 4
(s—=1)(s—2)

e aloca os pélos de malha fechada em —1, —1, —2, —2, —3, —3 e —4, isto é, nas raizes do polinémio
(s+1)%(s+2)%(s+3)%(s+4) = s" +165° + 106s° + 3765* + 769s> + 904s? + 5645 + 144

Wi(s) =

3

ExERrcicio 4.4
Considere o sistema linear descrito pela fungao de transferéncia

s+5/3

H(s) = 1202
(s) s24+2s+1

e o esquema de realimentacao unitaria mostrado na figura

s Y(s)
B T o) H(s)

Obtenha, se possivel:
a) Um controlador préprio de ordem 0 que aloque os pélos de malha fechada em —2 e —3

b) Um controlador préprio de ordem 1 que aloque os pdlos de malha fechada em —1, —2 ¢ —3

¢) Um controlador estritamente préprio de ordem 1 que aloque os pélos de malha fechada em —1,
—2e—3

d) Um controlador estritamente préprio de ordem 2 que aloque os pélos de malha fechada em —1,
—2,—3e—4

e) O valor do ganho constante p para que a saida siga um degrau de amplitude 10 como sinal de
referéncia, usando o controlador do item d)

KX
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Capitulo 5

Sistemas Variantes no Tempo

Embora existam diversos livros sobre sistemas lineares, como por exemplo [5, 2, 3, 1], nem sempre
o caso variante no tempo ¢ abordado em detalhes. Em particular, os livros [7, 8] dedicam um bom
espaco as propriedades dos sistemas lineares variantes no tempo, algumas reproduzidas neste capitulo.
Considere o sistema linear variante no tempo dado por

(5.1)

Propriedade 5.1
Se as matrizes do sistema (5.1) sdo fungoes continuas no tempo, a solugao v(t) é unicamente determi-
nada por v(tyg) = vg e x(t), t € [tg, +00).

Propriedade 5.2
As solugoes da equagao homogénea (para o conjunto de todas as possiveis condigdes iniciais)

o(t) = A(t)u(t) (5.2)

com A(t) € R™ "™ para todo t, formam um espaco linear de dimensao n, pois para 11 (t),vo(t) € R™
solugoes e ay, a2 € R, tem-se

%(aﬂ/il () + aatha(t)) = arth1(t) + aotha(t) = a1 A1 (1) + aa A(t)ha(t) = A(t) (arthr (t) + aayha(t))

Além disso, se a solugao v(t) é nula para algum valor t1, entao v(t) = 0, V¢, pois 0 é um ponto de
equilibrio do sistema (ou seja, nao existe solucdo que passe pelo ponto de equilibrio v = 0 a nao ser a
fungao v(t) = 0, Vt).

Definicao: Matriz Fundamental

Matriz fundamental é qualquer matriz composta por colunas solugoes da equagdo homogénea (5.2)
associadas a n condigoes iniciais linearmente independentes.

V() =[eut) walt) - walt) ] = () =A@)¥()

Note que U(tg) é composta pelas n condigoes iniciais linearmente independentes 1% (t), k = 1,...,n,
e que como as escolhas sao arbitrarias, a matriz fundamental nao é unica.
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Propriedade 5.3
Uma matriz fundamental é nao singular para todo t.

Prova: considerando que para algum t; existem oy, £k = 1,...,n nao todos nulos, tais que

v(t1) = Zakl/}k(h) =0
k=1

tem-se

o(t) = D ani(t) =0, vt
k=1

pois v(t) é solugao (combinacao linear de solugdes). Isso implicaria

n
v(to) =Y artr(to) =0
k=1
o que contradiz a hipétese de que os vetores ¥ (tg) (condigoes iniciais) sao linearmente independentes.

<

Exemplo 5.1
Considere o sistema

[0 0
b=1y o |v
cuja solugao é, para to = 0 e v(0) dados

1'}1(t) =0 = Ul(t) = ’Ul(O)

Do) = tor () = vg(t):%t2v1(0)+v2(0)

Assim, tem-se

cujo determinante é —2 para todo t.

¥

Propriedade 5.4
Dadas duas matrizes fundamentais W1 (t) e Wo(¢) do sistema 0 = A(t)v, existe um transformagao linear
T constante, nao singular, tal que

Uy (t) = W (t)T
pois, como Wy (t) e Wo(t) sdo nao singulares, existe T'(¢) nao singular tal que

Uy(t) = U1 ()T(t) = Wat) = U1()T(t) + V1 ()T (¢)

Wy (t) = A(t)Ta(t) = AT (DT () = AT (OT() + T ()T () = T(t) =0

O
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44 Capitulo 5. Sistemas Variantes no Tempo

Definicao: Matriz de Transicao de Estados

A funcao matricial dada por

D(t,t0) = (O (1)
é a matriz de transicao de estado de v = A(t)v para a matriz fundamental W¥(¢).

Propriedade 5.5
Matriz de Transicao

e A matriz de transi¢ao de estados ®(¢,tg) é a solugao tnica da equagao

;@(t,to):A(t)<I>(t,to) , B(to,to) =1

pois

0 . _ _ _

a<I>(t,1t0) = U() U (tg) = AT ()T Htg) = A[R)D(t, to) , P(to,to) = U(te) ¥ (tg) =1

e A matriz de transicao de estados ®(t,tp) é invariante com a matriz fundamental, pois para duas
matrizes fundamentais Wy (t) e Wy(t)

Uy (t) = Ue()T = ®(t,tg) = Ua(t) U5 (te) = U1 () TT U (to) = Ty () (t0)

o B(t,t) =1, vt
o &7 (t, 1) = U(to) W (t) = B(to, 1)
o D(ty, to) = B(ta, t1)D(t1, to)

e Para A(t) = A (sistema invariante no tempo), tem-se

®(t,t9) = exp (A(t —to))
pois

%@(t, to) = Aexp (A(t —to)) = AD(t,1o)

o u(t) = D(t, to)v(ty) é solucao de v(t) = A(t)v(t), v(tg) dado. De fato,
1) = 2@l to)u(to) = AW to)ulto) = AW(D) . vlte) = Blto, to)o(to)

<

Um estudo sobre a estabilidade de sistemas lineares continuos variantes no tempo pode ser encontrado
em [4].

5.1 Exercicios

ExERcicio 5.1
Considere o sistema linear
b= Ap(t) . Bt to)

e o chamado sistema adjunto, definido a partir do conjugado transposto de A(t), dado por
z2=—-A"(t)v(t) , Pau(t, to)
com suas respectivas matrizes de transicao de estados. Mostre que

D, (t,tg) = D*(to,1)
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Solugao: pela definicdo de matriz de transi¢do de estados, tem-se

9 01, 10) = AW)D(, to)

ot
Por outro lado,
g@(t t) = 9\11(75 YWO(t) = W(t )iw—l(t)
ot Y o Y
e, como
—1 i -1 d o1 d o1 —1/4\d -1
Ut =1 = wOU (t)+ \Il(t)alll t) , %\If (t) ==V (V)T (1)
tem-se
0 _ . _ _
S D(to,1) = Wlto) (— U HOBOY (D) = ~W(10) U (W) A(H) = ~Dlto, ) A1)
Portanto,
0
a@*(to,t) = —A"(t)®*(tg,t) = Du(t,to) = P*(Lo,t)

KN

ExErcicio 5.2

Mostre que a matriz de transigao de estados ®(t,¢y) de um sistema linear variante no tempo

o(t) = A(t)v(t)

é unicamente determinada a partir de A(t) e ndo depende da matriz fundamental escolhida.
Y

ExErcicIO 5.3

Considere o sistema linear variante no tempo descrito pela equagao

. 0 0
T -3 0]

a) Obtenha uma matriz fundamental ¥(¢) para o sistema

b) Obtenha a matriz de transicao de estados ®(t,1¢)
KN

ExErcicio 5.4
Mostre que a matriz de transi¢ao de estados de um sistema linear variante no tempo v = A(t)v
satisfaz a propriedade ®(t,to) = ®~(to,1)

KN
EXERcICIO 5.5
Considere o sistema linear variante no tempo descrito pela equagao
0 00 v

Lo
a) Obtenha uma matriz fundamental para o sistema
b) Obtenha a matriz de transi¢ao de estados ®(¢,tg)

%
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