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Sistemas Lineares Variantes no Tempo

#(t) = A@)x(t) + Bult) , a(ty) = o

Apsn(+); Busp(+), Coxnl+), Dyxp(+) : fungdes continuas do tempo

= solugao unica para o € U ) dados

Solugoes da Equacao Homogeénea: &(t) = A(t)x(t)
Teorema

O conjunto de todas as solugoes de z(t) = A(t)z(t) forma um espago
linear n-dimensional.

e Sejam 1y e 9 solugoes quaisquer de &(t) = A(t)z().

Neste caso, para aq, as € R

d d d
E(Oél% + aotn) = O‘l%@Dl + 042%%

= Oép‘l(t)lﬂl + CYQA(t)wQ

= A(t)(on)1 + aot)r)

(a1 + i) € U

U conjunto de todas as solugoes de @(t) = A(t)x(t)
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Matriz Fundamental

Considere o sistema homogeneo de dimensao n

Para cada condigao inicial x;(tg), existe uma soluc¢ao tnica ;(t),
para ¢ = 1,2,...,n. Essas solucoes podem ser arranjadas em uma
matriz quadrada de ordem n

b= by e Yy ]

Se 1(ty) € nao singular ou equivalentemente as n condigoes iniciais
sao linearmente independentes, ¥(t) é chamada Matriz Funda-
mental de ©(t) = A(t)x(t).

e Como as condicoes iniciais sao arbitrarias, a matriz fundamental
nao ¢ unica.

e Uma matriz fundamental ¢(t) é nao singular para todo ¢
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:i:—oosc
St o

j:1:0 — [L’l(t):xl(t())

Exemplo

Cbg = t$1 — LL"Q(t) = 0.5t2$1(t0) — O.5t(2)371(t0) + ZUQ(t())

Se ty = O, ZCl(O) = O, $2(O) =1

V=11 ] = [1 t2] . Matriz Fundamental

H . Matriz nao singular constante
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Matriz de Transicao de Estados

Seja 1 qualquer matriz fundamental de & = A(t)x. Diz-se entao que

O(t, to) £ V(t) " (to)

¢ a matriz de transicao de estados de @ = A(t)z.

e O(t, 1)) também ¢ a solucao tnica de

0
o 0(t,t0) = A(t)D(t, to)

com a condicao inicial ®(tg,tg) =1

Propriedades

Exemplo

wo-[22][12]

(o 2705217 1 0
1 0.5 0] |05(t2—1t2) 1
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Propriedade

A matriz de transigao de estados ®(¢, ) ¢ unicamente determinada
por A(t) e independe da matriz fundamental 1) escolhida.

Sejam 1)1, 1y duas matrizes fundamentais diferentes de & = A(t)x
3P : Yy=1Y1P , P nao singular

1-¢ésima coluna de P = representacao da z-ésima coluna de 5 na base

(U
Logo: ®(t,tg) = ()15 ' (to) = 1 () PPy (t0) = i (E)wy  (to)

—>  ®(t,t5) ¢ tnica

e Dificil de obter genericamente

e Se A(t) ¢ triangular

[ Stl(t) ] _ [ CLH(t) 0 ] [ CL’l(t) ]
jfg (t) a1 (t) a99 (t) i) (t)
pode-se resolver a primeira equagao em x1(t) e substituir na segunda.

e Se A(t) satisfaz
t

A /t tA(T)dT) ~ ( /t A(r)dr ) A1)

0 0
para todo ¢y e t, entao

ot ) = ([ Air) =3 L ( [ ator)’

k=0
por exemplo, A(t) diagonal ou A(t) = A. Para A(t) = A

)

D(t, tg) = explA(t —to)] = P(t —to) ; () = exp(At)
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A solucao da equacao de estado
t=At)x+ Bt)u , x(ty) =z

é dada por

z(t) = O(t, to)xo + /tCD(t, T)B(T)u(T)dr

to

= ®(t, o) [xo + /t O (ty, 7)B(T)u(T)dr

lo

O(t, 7) = P(t, to)P(to, T)

sendo (¢, 7) a matriz de transi¢ao de estado de & = A(t)x

Derivando,
i (1) = 2<I>(t to)xo + O(t,t)B(t)u(t) + té@(t )B(T)u(T)d
dtﬂ? _(’% , Lp) X0 , Uu , It , T T)U\T)aT

— A(t) [@(t,to)xo+ / cp(t,T)B(T)u(T)dT] + B(t)u(t)

= A(t)z(t) + B(t)u(t)

Quanto a condicao inicial,

CL’(t()) = q)(t(), to)ZU() + / : q)(to, T)B(T)U,(T)dT =Xy

to
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x(t) = O(t,to)xg —I—/ O(t, 7)B(T)u(T)dr

to
Se u =0,
x(t) = q)(t, t())CC()
Se xo =0,
t
x(t) = / O(t, 7)B(T)u(T)dT
to
Genericamente,
x(t) = Resposta a Entrada Nula 4+ Resposta ao Estado Nulo

Saida do sistema

y(t) = C(t)D(t, tg)xg + C(t) / O(t, 7)B(T)u(T)dr + D(t)u(t)

to

= C(t)®(t, ty) [330 —I—/ CD(tO,T)B(T)u(T)dT] + D(t)u(t)

lo

Se xy = 0,

G(t, 7): matriz resposta ao impulso aplicado no instante 7
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Sistemas Discretos Variantes no Tempo

v(k+1) = AE)x(k) + Bk)ulk)
y(k) = C(k)z(k) + E(k)u(k)

e Solugao pode ser computada conhecendo-se x (ko) = xg e u(k) para

k> kg

Matriz de transicao de estados discreta: é a solucao de

O(k +1, ko) = A(k)P(k, ko) 3 Plko, ko) =1
para k = ko, ko + 1, .... A solucao pode ser obtida diretamente para
k > ko
Ok, ko) = A(k = DAk —2)--- A(ko) : P(ko, ko) =1

e No caso continuo, a matriz de transicao de estados ¢ nao singular
para todo t e governa a propagacao do estado no sentido direto e
no sentido reverso do tempo. No caso discreto, A pode ser singular
e O(k, ky) pode nao ser definida. ®(k, ko) é definida apenas para
k > ko e governa a propagacao do estado no sentido direto. Assim,

Ok, ko) = D(k, k1) Dk, ko)

vale apenas para k > ki1 > ky. A solucao do sistema para k > kg é
dada por
k—1
(k) = O(k, ko)zo + Y (k,m+ 1)B(m)u(m)

m=ky

y(k) = C(k)D(k, ko)zo+C(k Z O (k, m+1)B(m)u(m)+D(k)u(k)

m=kg
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Equacoes Equivalentes Variantes no Tempo

Seja P(t) uma matriz n X n. Assume-se que P(t) é nao singular e
que P(t) e P(t) possuem elementos continuos para todo ¢. Definindo
T = P(t)x o sistema

At) = [PO)A() + PP (1)
B(t)= P()B(t) ; C(t)=CHP'(t) : D)= D(t)

é um sistema (algebricamente) equivalente ao sistema anterior.

Seja 1)(t) uma matriz fundamental do sistema original. Entao, ¥(t) £

P(t)1(t) ¢ uma matriz fundamental do sistema equivalente.

Por definicao, 1(t) = A(t)(t) e 1(t) é ndo singular para todo t.
Como o rank de uma matriz nao se altera ao ser multiplicada por
uma matriz nao singular P(t), P(t)1(t) também é nao singular para
todo t. Derivando

P ()] = PE)e(t) + PE)(t) = POw(t) + POAR)() =
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Teorema

Seja Ag uma matriz arbitraria constante. Entao, existe uma transfor-
magao de equivaléncia P(t) que transforma o sistema em um sistema
equivalente com A(t) = Ay.

Seja 1 (t) uma matriz fundamental do sistema original. Diferenciando

a igualdade ¥~ (¢)1(t) = I obtém-se
P OY() + TN ()Y (t) = 0

= ) = T AR (E) =~ (B A()

Como A(t) = Ay, ¥(t) = exp(Apt) é uma matriz fundamental de
T = A(t)T = Apz. Como ¥(t) = P(t)y(t), P(t) pode ser obtido
cOMo

P(t) = ¢(t) ™ (t) = exp(Aot)t ™ (t)
Calculando A(t):
At) = [P(&A(t) + PIPH(t) =
= [exp(Aot)y (#) A(t) + Ag exp(Agt)p () +
+ exp(Agt) ! (£)]1b(¢) exp(—At)
A(t) = Agexp(Agt)y(t)(t) exp(—Agt) = Ay

e Se Ay = 0, entdo P(t) = ¢~ 1(t) e as matrizes do sistema equiva-
lente sao dadas por

Alt)=0; Bt)=4"'()B(t) : C(t)=Ct)w(t) ; D(t) = D(t)

e Pode ser feito com qualquer sistema linear variante no tempo,
conhecendo-se a matriz fundamental
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Matriz Resposta ao Impulso

G(t,T) = C(t)(t,7)B(r) + D(t)d(t — ) =
= C(O)¢(t)y " (r)B(r) + D(t)o(t — 7)

Para o sistema equivalente

G(t,7) = C(t)p(t)¢ (1)B(r) + D(t)d(t — 7)
= )P PP (1) P (7)P(r)B(7) + D)ot — 7)

= C(t)y(t)y~(r)B(r) + D(t)é(t — 7) = G(t,7)
e A matriz resposta ao impulso é preservada em uma transformacao
de equivalencia
e O mesmo nao acontece com a matriz A(t) (por exemplo, A(t) = 0)

e No caso invariante no tempo, as transformacoes de equivaléncia
preservam todas as propriedades da equacao original

Transformacao de Lyapunov

e Se P(t) é nao singular, P(t) e P(t) sdo contiuas e P(t) e P~1(t)
sao limitadas para todo ¢, tem-se uma transformacao de Lya-
punov (e um sistema Lyapunov equivalente).

e Caso particular de transformagao de Lyapunov: P(t) = P

e Eim geral, o teorema anterior (transformacao de equivaléncia com
A(t) = Ap) nao se aplica para transformacoes de Lyapunov P(t).
Uma excegao ocorre quando A(t) é periddica.
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Equacoes de Estado Periédicas
A(t) é periodica com periodo T' se
Alt+T) = A(t)

para todo t e algum T positivo constante. Se 1 (t) ¢ uma matriz
fundamental de # = A(t)x, ou seja, ¥(t) = A(t)Y(t) com 1(0) nao
singular, tem-se

Yt +T)=At +T)WEt+T) = At +1T)
e portanto ©(t+T') também é uma matriz fundamental. Além disso,
Yt +T) =ty (0T =v(t)Q ; Q= (0)(T)

Para essa matriz () constante e nao singular, existe uma matriz cons-
tante A tal que exp(AT) = Q e portanto

Y(t+T) = ¥(t) exp(AT)
Defina P(t) = exp(At)y~(t). Note que P(t) é periddica com pe-
riodo T°
Pt+T)=explAt+ Tt +T) =
— exp(At) exp(AT) exp(— AT)i (1) = exp(At)p (1) = P(1

Teorema

Seja 1 (t) uma matriz fundamental do sistema periddico com periodo
T dado por & = A(t)x e A uma matriz constante computada a partir
de exp(AT) = 7 10)y(T). Com P(t) = exp(At)yp~1(t), obtém-se
o sistema Lyapunov equivalente

z(t) = Az(t)+ P(t)B(t)u(t)

y(t) = CO)P'(t)z(t) + D(t)u(?)
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Teoria de Floquet

Se & = A(t)r e A(t +T) = A(t) para todo t, entdo uma matriz
fundamental é dada por P~1(t)exp(At) com P~(t) uma funcao
periddica. Além disso, o sistema z = Az é Lyapunov equivalente
ao sistema & = A(t)z.

Realizacgoes de Sistemas Variantes no Tempo

Descricao entrada/saida

y(t)—/t G(t, 7)u(r)dT

0

Equacao de Estado (se os parametros sao concentrados)

©(t) = At)xz(t) + Bt)u(t) , x(to) = o

Conhecendo-se {A(t), B(t),C(t), D(t)}, a matriz resposta ao im-
pulso pode ser computada por a partir de

G(t,m) = Ct)(t)yy(7)B(1) + D(t)é(t — 7)

sendo () a matriz fundamental de & = A(t)x

e Uma matriz de resposta ao impulso G(¢, 7) é realizavel se existir
{A(t), B(t),C(t), D(t)} satisfazendo a expressao acima.
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Teorema

Uma matriz de resposta ao impulso é realizavel por uma equacao di-
namica linear de dimensao finita se e somente se G(t, 7) (de dimensao
q X p) puder ser decomposta em

G(t,7)=M{)N(t)+ D(t)6(t—71) , V t>71

Myxn ; Npxp continuas em ¢

(necessidade): Se {A, B, C, D} é uma realizagdo de G(t, 7)
G(t,7)=Ct)P(t,7)B(1)+ D(t)o(t — 1) =

= C()p(t)y~ (1) B(7) + D(t)8(t — 7)
= M(t)N(1)+ D(t)o(t — 1)

(suficiencia): Se G(t,7) = M (t)N(7)+ D(t)d(t — 7), uma realizagao
de G(t,7) ¢é dada por

& = N(t)u(t)
y(t) = M(t)z(t) + D(t)u(?)

Note que ¥ (t) = I é uma matriz fundamental de & = Ox

e Todas as equacoes dinamicas equivalentes possuem a mesma matriz
de resposta ao impulso, mas G(t, 7) admite diferentes realizagoes

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP solltv 15/15

Exemplo: considere g(t) = texp(At), ou
g(t,7) = g(t —=7) = (t = 7) exp[A(t — 7)]
Pode-se escrever

gt —7) = [eXp(At) texp(At) ] [ —T exp(—AT) ]

exp(—AT)

e Uma realizacao de g(t) = texp(At) (variante no tempo)
Ty | [0 0] ] —texp(—At)
[352] - [0 0] [:@] +[ exp(=At) |

0(0) = [0 tepin) ] | 7]

X2

1 1
e Outra realizacao: L[t exp(At)] = 5=\ T2 st N\
S — §% — ZAS

Usando a forma companheira obtém-se a representacao invariante no
tempo
T = 25 =X T + ! U
110 0

yt)=[01]=z
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