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Realimentacao de Estado: sistemas MIMO
Considere o sistema de ordem n com p entradas e ¢ saidas:

= Ax + Bu
y=Cx

Realimentacao de estado: u=r — Kz , K € RP*"

t=(A— BK)u+ Br
y=Cx

Teorema: O par (A — BK, B), para qualquer K € RP*" ¢ con-
trolavel se e somente se o par (A, B) for controlavel.

A prova ¢é similar a do caso monovariavel. Para um sistema com
n = 4, a matriz de controlabilidade em malha fechada ¢ dada por

(1, -KB —K(A— BK)B —K(A— BK)?B |
0 I —KB —K(A— BK)B
Q:f = P ( )
0 0 I, ~KB
0 0 0 I,

rank € =n <= rank €y =n
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Teorema: Todos os autovalores de (A — BK) podem ser arbitra-
riamente alocados (desde que os autovalores complexo conjugados
aparegam em pares) através de uma escolha apropriada de K se e
somente se (A, B) for controlavel.

Se (A, B) nao for controlavel, entao existe uma transformagao de
similaridade que coloca o sistema na forma

R IEERE

Projeto Ciclico

O problema MIMO ¢ transformado em um problema SISO e entao
aplica-se o resultado de alocacao de sistemas monovariaveis.

Uma matriz A é ciclica se seu polinomio minimo é igual ao polinomio
caracteristico. Em termos da forma de Jordan, uma matriz é ciclica
se e somente se houver um tunico bloco de Jordan associado a cada
autovalor distinto.

Teorema: Se o par (A, B) é controlavel e A é ciclica, entao para
quase todo vetor v € 3! o par (A, Bv) é controldvel.

e possuir autovalores distintos ¢ uma condicao suficiente para ser
ciclica.
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Idéia bésica: assumindo (sem perda de generalidade) A na forma de
Jordan e B

(210 0 0 | (0 1] Bl
021 0 0 00 x
A=]002 0 0 |:B=1]12 ;Bv:B[m]: a
000 —1 1 43 V2 x
000 0 —1 01 3

Ha apenas um bloco de Jordan associado a cada autovalor e portanto
A é ciclica; a condigao para que o par (A, B) seja controlavel é que
a terceira e a ultima linhas de B sejam nao nulas.

A condicao para que (A, Bv) seja controlavel é que a # 0 e 5 # 0.
Como

a =1+ 20y ; 627)2

ou o ou 3 valem zero se e somente se v; = v2 = 0 ou v; = —20v9.
Qualquer outra escolha do vetor v torna o par (A, Bv) controlavel.

A condicao de que a matriz A seja ciclica é essencial. Por exemplo

210 21
A=1020 . B=102
00 2 10

—> (A, B) ¢ controlavel mas nao existe v tal que (A, Bv) seja
controlavel.
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Teorema: Se (A, B) ¢é controlavel, entao para quase toda matriz
constante K € RP*" a matriz (A — BK) tem autovalores distintos
e, conseqiientemente, é ciclica.

De maneira intuitiva, para n = 4, o polinomio caracteristico de A —
BK ¢é dado por

As(s) = st 4 18> + ass® + ass + ay

com os coeficientes a; funcoes dos elementos da matriz /. Diferen-
ciando, tem-se

A'y(s) = 45° 4 3a15° + 2a5 + as

Se Ay(s) tem raizes repetidas, entao Ay (s) e A’y(s) ndo sao coprimas
(hé fatores comuns). A condigao necessaria e suficiente para que os
polinomios nao sejam coprimos € que a matriz de Sylvester associada
seja singular.

agz a3 0 0 0 0 0 O
as 2@2 as, as 0 0 0 0
0

ar 4 ay 3a1 as 2ay as as
det 1 0 aq 4 a9 3&1 as 20,2 - f(kzj) =0
0 0 1 0 aq 4 a9 3&1
o 0 0 0 1 0 a 4
0 0 0 O 0 1 0

Entre todas as possiveis escolhas para k;;, ha pouca probabilidade de

que f(kij) = 0.
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e Alocagao dos autovalores de (A — BK)

Se A nao for ciclica, introduzir a realimentacao u = w — Kz tal que
A = A — BK; seja ciclica.

i = (A— BK))x + Bw = Az + Bw
Como (A, B) é controlavel, (A, B) também o é. Assim, existe um
vetor v tal que (A, Bv) é controlavel.
Lei de controle:  w =1r — Ksyx, com Ky = vk, k € X"
i = (A — BKjy)x + Br = (A — Bvk)x + Br
Combinando as duas realimentacoes de estado: ©v = w — Kjx e
w=r— Ky

u=r— (K +Ky)r=r—Kux

e Mcétodo da equacao de Lyapunov

Dado o par (A, B), encontre K € RP*" tal que (A — BK) tenha
os autovalores alocados arbitrariamente (desde que nao coincidentes
com nenhum autovalor de A).

1) Escolha F' € R"*" com os autovalores desejados (nao contendo

nenhum de A).
2) Escolha K tal que o par (F, K) seja observavel.
3) Obtenha a solucao tinica de AT — TF = BK.

Se T for singular, escolha um K diferente e repita o processo. Ob-

tendo 7" nao singular, K = KT~ é o ganho que aloca os autovalores
de (A — BK) no local desejado.
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Para T nao singular, KT = K implica

(A-BK)T =TF <= A-BK=TFT!

Para sistemas SISO, T é sempre nao singular se (A, B) é controlavel
e (F, K) é observavel (condigoes apenas necessarias para sistemas

MIMO).

Teorema: Se A e F nao tém autovalores coincidentes, entao a
solucao tnica T de AT — TF = BK é nao-singular somente se

(A, B) é controlavel e (F, K) é observavel.

Da prova do caso SISO, para n = 4, tem-se

043:[ OCQI OélI I K
al oI T 0 KF
al T 0 0 KF?
I 0 0 O

~TA(F)=[B AB A’B A*B]

TA(F) =€ 3D

A(F) é nao singular, € € R™" 3 € P> e O € R
Se € ou O tiverem rank menor do que n, entao 1" é singular.
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Estimadores de Estado: sistemas MIMO

Considere o sistema de ordem n com p entradas e ¢ saidas:

= Ax + Bu
y=Cx

Estimador de ordem completa

= (A—LC)&+ Bu+ Ly

Definindo o erro e(t) = z(t) — 2(t) tem-se

e=(A—LO)e

Se (A, C') é observavel, entao todos os autovalores de (A — LC)
podem ser arbitrariamente alocados através da escolha de L (deter-

minando assim a taxa com que Z se aproxima de x).

e [ pode ser computado pelos mesmos métodos utilizados para o

calculo de K
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Estimadores de Ordem Reduzida

t=Arxr+Bu ; y=Czx p(C)=q
o
R

Defina P = [ , com R, gy« tal que 3 P71

Qép_lz:Ql‘Qz} Qinxq; QnXx(n—q

B B C o CQl CQ2 _ Iq 0
InP@[R][Ql QQ][R@ R@J[O Inq]

Transformacao de Equivaléncia

r=PAP 'z + PBu
y=CP 'z =0Qz=[1, 0]z
o)=L a ] (5]
T Aoy Ay ) By
y=[IL, 0]z=2 Zigx1l ; To(n—gq)x1

— apenas n — ¢ elementos de T precisam ser estimados

y = Any + ATy + Biu
i’Q = Aggfg + /_121y + BQU
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Definindo
s Ayy+Bou ;. wEy— Any— B
tem-se
j?g = AQQ@Q +Uu ; w = 12112552
Teorema

O par (A,C) (ou o par (A, C)) é observavel se e somente se o par
(Ago, A1o) é observavel.

Portanto, existe um estimador para Z, na forma

5_32 = (12122 — Lzzllg)aifg -+ Lw +u =

= (Ao — LA12)Ty + L(y — Ajyy — Biu) + (Ayy + Bou)
Definindo z £ Z9 — Ly, tem-se
&= (Agy — LAp)(2+ Ly) + (Ax — LA1)y + (By — LBy)u
z = (/_122—E/_llg)z—l—[(AQQ—ZA12>E+(A21—ZAll)]y+<BQ—Z81)U

z + Ly ¢ uma estimativa de
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Defina o erro como
e =1y — (2 + Ly)
e portanto a equacao dinamica do erro ¢ dada por:
e = jﬂ'g - (Z + Zy) = (12122 - Z/_llg)@

Como o par (Asg, A12) € observavel, os autovalores de Agy — LA
podem ser arbitrariamente alocados.

O estado estimado é composto pela informacao precisa obtida da
saida y mais a estimativa z 4+ Ly, isto é:

0] =1k

Nas coordenadas originais

Sk

e Os autovalores de Ayy — L A5 podem ser alocados pela escolha de
L, usando-se os mesmos métodos utilizados para célculo de realimen-
tacao de estados.
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Estimador de ordem reduzida: procedimento alternativo

Considere um sistema de dimensao n e ¢ saidas, com o par (A, C)
observavel e C' de rank gq.

1) Escolha F' € R(=9>x(1=4) estdvel arbitraria mas com autovalores
diferentes daqueles de A.

2) Escolha L € RI"=9*4 tal que (F, L) seja controldvel.

3) Obtenha T' € R("~9*" solucdo tinica da equacio de Lyapunov

TA—-FT =LC

4) Se a matriz quadrada

-[f

for singular, retorne ao passo 2) e repita o processo para outra matriz
L. Se P for nao singular, a equacao de estado de ordem n — ¢

t=Fz+TBu+ Ly

i—|¢ E
| T z
produz um estimador para x.
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e Da equacao do estimador, tem-se y = C'z (y portanto estima C'x)
e z = T'z. Definindo e = z — Tz, tem-se

e=z2—Tt=Fz+TBu+ LCx —TAzx — T Bu
=Fz+ (LC —TA)x=F(z—Tx)=Fe

Se I é estavel, e(t) — 0 quando t — oo e portanto z é um estimador
para T'x

Teorema: Se A e F' nao tem autovalores em comum, entao a matriz

- [f

com T’ solucao tnica de TTA — F'T' = LC' ¢ nao singular somente se
(A, C) é observavel e (F, L) é controlavel.

quadrada

Condigao apenas necessaria. Dado um par (A, C') observavel, é pos-
stvel escolher (F), L) controlavel e obter P singular, mas escolhendo
outro L obtém-se P nao singular.
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Realimentacao a partir dos Estados Estimados

Considere o sistema n dimensional

= Ax + Bu
y=Cx

E o estimador de ordem n — g

t=Fz+TBu+ Ly

=[7] [

Particionando a inversa de P na forma

P =1Q1 Q]
com Q € R e Qy € R0 isto 6

[ Q1 Q] [g] = Q1C+ QT =1

Com isso, pode-se re-escrever o estimador de ordem n — ¢
z=Fz+TBu+ Ly
T =y + (22

Se o estado do sistema nao estiver disponivel para realimentacao,
pode-se utilizar o estado estimado &

u=r—Kr=r—KQuy— KQsz
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Substituindo na equacao do sistema e na do estimador, tem-se

t=Ax+ B(r — KQiy — KQyz) =
= (A— BKQC)x — BKQz + Br

t=Fz+TB(r— KQy— KQyz)+ LCx =
— (LC — TBKQ.C)x + (F — TBKQy)z + TBr

Escrevendo de maneira combinada (sistema de dimensao 2n — q)

T o A — BKQlC —BKQQ i B
[z]_[LC—TBKQ£7F—TBKQJ[z]+[TB]T

ton[:

4N u T = Azx + Bu Y

N y=Cu

Estimador

>
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De maneira similar a do caso SISO, pode-se utilizar a transformacao
de equivalencia

Hp A Y

Manipulando e usando a equacao T A — F'T' = LC e as particoes
e () da inversa de P, tem-se o sistema equivalente

1) [o 2 3]

tenlfz

e Vale também o principio da separacao.

Os autovalores de F' nao sao afetados por r e a matriz de transferéncia
de r para y ¢ dada por

Gi(s)=C(sI— A+ BK)™'B
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