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Realimentacao de Estado — Sistemas SISO

Considere o sistema n dimensional
T = Az + bu
Yy = cx

Na realimentacao de estados, a entrada u ¢ dada por
uwu=r—kxr=r— [kl ko --- kn}x
sendo r um sinal de referéncia. Substituindo

T =(A—0bk)x+br
Yy = cx

Teorema

O par (A — bk,b) é controlavel para qualquer vetor k € R" se e
somente se o par (A, b) também o for.

Prova: considere n = 4 e as matrizes de controlabilidade

C=1[b Ab A% A%]

Cr=[b (A—bk)b (A—0bk)% (A—Dbk)b]

Note que
1 —kb —k(A—bk)b —k(A — bk)b |
oo — kb — k(A — bk)b
=1y 1 —kb
0 0 0 1

e a matriz a direita é nao singular para qualquer k. Portanto, o rank
de €y ¢ igual ao de €.
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O resultado do teorema anterior também pode ser demonstrado pela
definicao de controlabilidade. Considere xy e x; arbitrarios. Se o
sistema original é controlavel, existe w1 que leva de xy a 1 em tempo
finito. A entrada r; = u; + kx, leva o sistema controlado de xgy a x;.

Note também que r nao controla o estado diretamente; r gera a
entrada u que é usada para controlar x. Portanto, se u nao controla
o estado x, r também nao controla.

k
r N u Y
b + x / T c -
+
+
A

e Controlabilidade: invariante sob qualquer realimentacao de estados

e A observabilidade pode ser destruida por uma realimentacao de
estados

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP realest 3/19

y:[l 2]9@

— Sistema controlavel e observavel.

Exemplo

Deﬁnau:r—[S 1]513

Q:f[(l)(Q)] rank =2 Dfligl rank = 1

— Sistema controlavel e nao observavel.

-l

Polinomio caracteristico: A(s) = (s —4)(s + 2)

Exemplo

Realimentacao de estados: ©w =1 — [ ki ko x

o [ 1=k 3= er'l .
|3 1 ]

Polinomio caracterfstico: A(s) = s* + (k1 — 2)s + (3kg — k1 — 8)

e A escolha de ki e ky pode alocar os autovalores do sistema em
malha fechada em qualquer posicao arbitraria.
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Teorema

Considere o sistema

com n = 4 e o polinomio caracteristico

T = Ax + bu

A(s) = det(sI — A) = st 183 4 ans® + azs + ay

Se o sistema é controlavel, entao existe uma transformacao x = Px

com

Q=P "'=[b Ab A% A%]

1 a1 9 O3
0 1 a1 9
0 0 1 a1

00 0 1

que leva o sistema a forma canonica controlavel

8
I
N
8l

+
>
<
I

—Q] —Qp —Q3 —O0y

0
0
0

y:5_2[51 B 33 54]55

o OO O =

Além disso, a funcao de transferéncia do sistema é dada por

G(s) =

B18% + Bos* + B35 + B4

s+ 183 + ad + azs + ay
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Prova: Sejam € e € as matrizes de controlabilidade do sistema
original e do transformado, respectivamente. No caso SISO, ambas
sao quadradas. Se o sistema original é controlavel ou € é nao singular,
¢ também o é, e as duas matrizes se relacionam na forma ¢ = P¢.
Assim,

P=¢¢! ou Q=P l=cc!

A matriz de controlabilidade do sistema transformado é dada por

[ 1 —Q1 CY% — (9 —Ckzl)) + 2&1&2 — Q3 |
¢ — 0 1 —o oz% — (9
0 0 1 —
0 0 0 1

e sua inversa ¢ dada por

[ 1 a1 9 O3 |
~ 01 o «
-1 1 2
Q: B 0 0 1 a1
00 0 1

e substituindo-se em Q = €€ ! obtém-se o resultado do teorema.

E facil verificar que a equacao de estado transformada é uma reali-
zagao da fungao de transferéncia G(s), que por sua vez é também a
funcao de transferencia do sistema original.
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Teorema

Se o sistema

= Ax + bu
Yy =cr

¢ controlavel, entao com a realimentacao de estados u = r — kzx
pode-se alocar arbitrariamente os autovalores de A — bk (desde que
autovalores complexos aparegam em pares complexo conjugados).

Prova: Considerando n = 4, se o sistema ¢ controlavel, entao pode
ser colocado na forma canonica
—Q] —0y —03 —Qy
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

K
I
|
K
+
-l
e
I
8
+
o O O =

925_:[51 B 33 54]55

com A = PAP~'e b= Pb. Substituindo Z = Px na lei de controle,
tem-se

w=r—krx=r—kP 'z & r—kz

com k = kP! Como A—bk = P(A—bk)P~!, as matrizes (A—0bk)

e (A — bk) tém os mesmos autovalores.
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Especificados os autovalores do sistema em malha fechada, pode-se
formar o polinomio caracteristico do sistema em malha fechada

Ap(s) = s+ a1s® + ags® + azs + ay

Se k é escolhido

]%:[541—041 Q9 — Qg Q3 — Q3 0_54—044}

a equacao dinamica em malha fechada fica

_0_44
0 _
0
0

1 2 3

o O O

—Qp —«
0 0
1 0
0 1

—a
T =(A—bk)T+br= (1)
0

e o polindmio caracterfstico de (A —bk) e (A—bk) ¢ dado por A(s).

O ganho de realimentacao de estados k que faz a alocacao desejada

pode ser computado

k=kP =kee!

sendo € = [b Ab A%b A?’b} e
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e Outra maneira de computar &
Af(s) = det(sT — A+ bk) = det ((sI — A)[L + (sT — A)"'bk])
= det(sI — A) det[T + (sI — A)"'bk] = A(s)[L + k(sI — A)'¥]

Assim,

Funcao de transferéncia de u para y:

8%+ Bos® + B35 + fu
B A(s)

c(sI — A)~'b

Funcao de transferencia de u para z:
]_6183 + ]%282 + ]%38 + ]%4
A(s)

k(sI —A)'b =

Portanto

(a1 —0) s (A —an)s*+(as—ag)s+(ay—ay) = k15 +kos*+kys+ky
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Fungao de Transferéncia (n = 4):

G(s) = c(sI — A) b = B183 & (o5 + Bss + B4

84 + 04183 + 04282 + Q38 + Qy

Fungao de Transferencia em Malha Fechada (com u = r — kx):

B15% + [as* + B35 + fu
st 183+ a9s? 4+ aizs +

Gy(s) = c(sT — A+bk)'b=

A realimentacao de estados pode alterar a localizacao dos polos, mas
nao afeta os zeros da funcao de transferencia.

Pode afetar a observabilidade: se um ou mais pdlos sao deslocados
de maneira a coincidir com zeros, pode haver cancelamento.

Exemplo: Considere o pendulo invertido linearizado:

0

—1
T +

o O o O

o O O =
o =) OO

0
5

y=[1000]=z

O sistema ¢é controlavel; o polinémio caracteristico é (por inspegao):

A(s) = s°(s* = 5) = s* +0s®> — 5s* + 05 + 0
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Colocando o sistema na forma canonica controlavel (P! = ¢€™1)

0 1 0 2 10 -5 0
10 2 0 o, o1 o =5
=10 =2 0 —w| "% Tloo 1 o
2 0 —10 0 00 0 1
(0 1 0 -3 0 0 0 -—1/2
. 1 0 -3 0 0 0 —1/2 0
1 _
Po=1lo 20 o "F7 0o —i3 0 —1/6
2.0 0 0 ~1/3 0 —=1/6 0

Alocacao desejada; —1.54+0.5je =1+

Ap(s) = (s+15—0.5))(s + 1.5+ 0.55)(s + 1 —j)(s +1+j) =
= s' + 55 +10.58% + 11s + 5
k=[(-0) (105+5) (11=0) 5-0)] =[5 155 11 5|
k=kP=[-5/3 —11/3 —103/12 —13/3 ]|

e Matlab: k=place(A,b,p)
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Férmula de Ackermann (para alocacao de polos)

Considere o sistema n dimensional

T = Ax + bu
Yy = cx

Paran =4, € = [ b Ab A%b A%b } é a matriz de controlabilidade
e o sistema transformado & = Px com

10[1042043
01041042

— pl=
¢ ¢ 00 1 m
00 0 1
possui a forma canonica controlavel
[ —p —0y —O3 —QOQ4 | I 1 |
. 1 0 0 0 - 0 .
B 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

3/:[51 B 33 54]93

A relacao entre a matriz de controlabilidade do sistema original e a
do transformado é dada por € = P€, ou Q = P~ ' =¢¢ e

Y

l —oq «
0 1
0 0
0 0

9
1 — @2

—ay
1
0

3
—af + 20100 — 3
CY% — (9

1
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No caso geral, a dltima linha da matriz € tem a forma
e, =[000 - 1]
Para a alocacao desejada, define-se o polinomio caracteristico do sis-
tema em malha fechada
Ap(s) = s* + ays® + ans® + ags + ay

que deve ser igualado com

det(sI—A+4bk) = s*+ (a1 +k1)s° +(qotks)s* +(az+k3) s+ (ay+ky)

impondo

]27:[541—041 Q9 — Q9 5&3—0&3 0_44—&4]

e Teorema de Cayley-Hamilton: toda matriz dinamica satisfaz sua
equacao caracteristica:

A" + 0 AV 4 AP+, A+, =0

Utilizando os coeficientes do polinomio de malha fechada, pode-se
formar o polinomio

Ap(A) &2 A"+ g A" @A+t ad

Substituindo-se A" obtido a partir da equacao caracteristica, tem-se

Af(A) = (6&1 - Ofl)An_l + (512 — 042>An_2 + 0t (@n - Ozn>I
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Levando em conta a estrutura particular de A, observa-se que
ey A=[000 - 10]2¢

n—1

e consequentemente

implicando

Portanto, multiplicando A¢(A) por e/, tem-se

el Af(A) = (g — ar)e] + (g — ag)ey + - + (@, — ay)el, =
:]_616/14—/_{26/24—"'4—]%716%: [];31 ]_CQ ]%n} :]%

Como k=kP e P=¢¢"! tem-se

k=e Af(A)P = e, Aj(PAP )P = ¢ PA(A) = ) €A 4(A)

ou, como e/ € = ¢ chega-se a

k=¢e ¢ 'A;(A) Férmula de Ackermann

. ~ . . -1 A
e Para evitar o computo da inversa e obter diretamente e/ €~ = ¢/,
resolve-se o sistema de equagoes ¢'€ = e}, para ¢ e depois determina-

se k= q'Ap(A).
e No Matlab: k=acker(A,b,p)
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Método alternativo (equagao de Lyapunov)

Considere o par (A,b) controlavel, com A € R™" e b € <L,
Encontre k tal que (A — bk) tenha os autovalores desejados (desde
que nao coincidam com nenhum dos autovalores de A).

1) Escolha uma matriz F' € R"*" com os autovalores desejados.
2) Escolha k arbitrario tal que (F, k) seja observavel.

3) Obtenha a solugao tinica T' da equagao de Lyapunov

AT —TF = bk

4) k= kT™!

Se T é nao singular, k = kT e AT — TF = bk implicam
(A—bk)T =TF <= (A—bk)=TFT"

o (A — bk) e F sao similares (mesmos autovalores). Se A e F' nao
tem autovalores comuns, existe uma tnica solucao 7' para qualquer
k. Caso A e F tenham algum autovalor comum, a solucao 7' pode
existir ou nao (depende de bk).

e Para garantir que 7' é nao singular:

Teorema: Se A e F' nao tém autovalores em comum, entao a unica
solucao de AT — TF = bk é nao-singular se e somente se (A,b) é
controlavel e (F, k) é observével.
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Prova: Considere n = 4 e o polinomio caracteristico de A dado por

A(s) = st 4+ 0180 + ans® + ass + ay

Cayley-Hamilton: ~ A(A) = A* + 0y A% + ap A? + a3A + a1 = 0

Considere agora A(F) = F* + a1 F3 + ao F? + a3 F + ayl.

Se \; é um autovalor de I, entao A();) é autovalor de A(F). Como A

e F' nao tém autovalores em comum, A()\;) # 0 para todo autovalor

de F'.

Como o determinante de uma matriz ¢ igual ao produto de seus
autovalores, tem-se

det A(F) = [ JAN) #0
e portanto A(F') é nao singular.

Substituindo AT = TF + bk em A>T — TF?, tem-se
AT —TF? = A(TF +bk) — TF? = Abk + (AT — TF)F
= Abk + bk F

De maneira similar, obtém-se o conjunto de equacoes:

IT—-TI =0
AT —TF = bk
AT —TF? = Abk + bkF
AT —TF? = A%bk + AbkF + bkF

AT — TF* = A3bk + A%bkEF + AbkEF + bkF
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Multiplicando a primeira equacao por ay, a segunda por azg, a terceira

por ao, a quarta por ag, a ultima por 1, e somando todas, tem-se
(lembrando que A(A) = 0)

A(A)T — TA(F) = —~TA(F)

a3 ap o 1 k
9 (X1 1 0 ]%F
ar 1 0 0 kF?
1 0 0 0 kE3

—[b Ab A% A% ]

Se (A, b) é controlavel e (F, k) é observavel, as matrizes acima sao
nao-singulares, e como A(F') # 0, necessariamente 1" é nao singular.

Escolha de F e k
e I companheira e k = [1 00 O}

e [ modal e k com ao menos um elemento diferente de zero associado
a cada bloco diagonal.

Exemplo: pendulo invertido e alocacao —1.5+0.55 ¢ —1 & 7
11 0 0 |
-1 =1 0 0 '
0 0 —1.5 0.5 ’
0 0 =05 —1.5

k=[1010]

Matlab: k = [—1.6667 —3.6667 —8.5833 —4.3333]
O ganho é tnico em sistemas SISO.
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e Calculo direto dos valores do ganho &

0

—1
T +

o O O =
o =) OO

0
5

o O o O

y=[1000]=z

Alocacao desejada; —1.54+0.5je =1+
A(s)=(s+1.5—-0.55)(s+1.54+055)(s+1—j)(s+14+7j) =

— st 4582+ 10552 +11s+5

0 1 0 0
—k1 —ky —k3—1 —ky
0 0 0 1
2k1 2ko 5+ 2ks 2k,

A — bk = ; ]{?:[lﬁ k?2 ]{73 k4]

det[sI — (A —bk)] = s+ (ko — 2ks) s> + (k1 — 2ks — 5)s* — 3kos — 3k;

Portanto,
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Estabilizacao

Considere um sistema nao controlavel (nem todos os autovalores po-
dem ser arbitrariamente alocados). A equagao de estado pode ser
transformada em

com (A.,b.) controldvel. Como a matriz A é bloco diagonal, os
autovalores de A sdo os autovalores das matrizes A, e A;.

A realimentacao de estado

produz o sistema em malha fechada

To | A, —bcky Ayg — beks T n be .
Z._C(—; N 0 121(_3 :fé O

Autovalores de Az ndo sdo afetados pela realimentacao de estado.
A controlabilidade do par (A, b) é nao s6 suficiente mas também
necessaria para se alocar todos os autovalores de (A — bk).

Se A; ¢ estavel, o sistema ¢ estabilizavel.
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Regulacao e Rastreamento

e Para r = 0, o comportamento dinamico do sistema ¢ governado
pelas condicoes iniciais. O problema do regulador é obter uma rea-
limentacao de estados que leve a resposta para zero com uma certa
taxa de decaimento.

y(t) = cexp|(A — bk)t]z(0)

e Para 7 = a (constante), o problema do rastreamento assintético
consiste na determinacao de um ganho de realimentacao de estados
que leve y(t) — r(t) quando t — oo.

A lei de controle para o rastreamento deve incluir um ganho p feed-
forward:

u(t) = pr(t) — kx

518° + Bas® + B35 + b
st 83 + a9s? 4 aizs +

Paran =4: Gy(s) =p

(A, b) controlavel implica que os autovalores de (A — bk) ou equiva-
lentemente os pélos de G¢(s) podem ser arbitrariamente alocados.
Para r(t) = a, alocando pdlos com parte real negativa, tem-se

y(t) — G¢(0)a quando t — oo
Ba Qg
pP—

— = —
Qg P o

GH0)=1=

—> (4 # 0, 0 que ocorre se e somente se G(S) nao tiver nenhum
zero em s = (.

e Para r(t) qualquer, tem-se o problema do servomecanismo.
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