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Controlabilidade e Observabilidade

Rl RQ
—1 ]
|| ||
A i n
Cl C12

e A tensao no capacitor Cy nao pode ser controlada pela entrada w;
e A tensao no capacitor C; pode ser controlada pela entrada w;
e A tensao no capacitor Cy pode ser observada pela saida y;

e A tensao no capacitor C nao pode ser observada pela saida v.
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Observabilidade
Conceito dual a controlabilidade.

Considere a equagao dinamica de dimensao n, p entradas e g saidas

= Ax + Bu

y=Cx+ Du
com Ae R BeR"™ CeR™*eD e R

A equacgao de estado acima ou o par (A, C') é observavel se, para
qualquer estado inicial x(0), existir um tempo finito ¢; tal que o co-
nhecimento da entrada u e da saida y no intervalo [0, ¢1] seja suficiente
para se determinar de maneira tnica x(0).

Exemplo:
zl T
1Q 1Q
i
+
O
C
1Q 10

Se a entrada ¢ fixa, a saida y ¢ sempre fixa independentemente da
tensao inicial no capacitor.

O sistema nao é observavel.
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Exemplo:

* ml| ==

Variaveis de estado: corrente no indutor x7 e tensao no capacitor xo

Seu =0, £1(0) = 219 # 0 e 29(0) = 0, a saida y = x5 € igual a
zero. Qualquer condigao inicial x(0) = [a 0] com u = 0 produz a
mesma saida y = 0.

Néo ¢ possivel determinar o estado inicial (ndo observével).
A saida do sistema para uma condi¢ao inicial 2(0) e uma entrada
u(t) é dada por
t
y(t) = Cexp(At)z(0) + C/ explA(t — 7)|Bu(T)dr + Du(t)
0

Assumindo y e u conhecidos, a unica incdgnita é z(0). Portanto

C'exp(At)x(0) =y

y=y(t) — C/ explA(t — 7)|Bu(7)dT — Du(t)

to
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Estudar a observabilidade resume-se a obter z(0) a partir de u(t) e
y(t). Se u =0, a saida y(t) reduz-se a (resposta a entrada nula)

y(t) = Cexp(At)z(0)

Um sistema é observavel se e somente se o estado inicial x(0) pode
ser determinado de maneira tinica a partir da resposta a entrada nula
durante um intervalo de tempo.

Note que para um t fixo, com ¢ < n, a matriz C' exp(At) tem rank
no maximo igual a g e, conseqiientemente, nulidade n — ¢ ou maior,
e as solugoes nao sao unicas.

Teorema

O sistema ¢ observavel se e somente se a matriz n X n
t
W,(t) = / exp(A'T)C'C exp(AT)dT
0

for nao singular para qualquer ¢ > 0.

Prova: Pré-multiplicando C exp(At)z(0) = y(t) por exp(A't)C" e
integrando no intervalo [0, ¢1] tem-se

t1 i1
</ exp(A't)C'C exp(At)dt) z(0) = / exp(A't)C'y(t)dt
0 0
Se W,(t1) é nao singular, x(0) tinico é dado por

£(0) = W (1) / exp(A') (1)t

[sso mostra que se W,(t) é nao singular para qualquer ¢t > 0 entao o
sistema é observavel.
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Agora, mostra-se que se W,(t1) é singular (ou, equivalentemente,
semidefinda positiva) para todo t; > 0, entdo o sistema nao é obser-
vavel.

Se W,(t1) ¢é semidefinda positiva, existe v € R™! nao nulo tal que

1
V'W,(t)v = / v exp(A't)C'C exp(At)vdt
0

i1
_ / 1C exp(At)o|[2dt = 0
0

o que implica C'exp(At)v = 0 para todo t € [0,t1]. Se u = 0, as
condigoes iniciais x1(0) = v # 0 e 29(0) = 0 produzem a mesma
saida

y(t) = Cexp(At)x1(0) = C exp(At)zo(0) = 0

e portanto o sistema nao € observavel.
Teorema (Dualidade)

O par (A, B) ¢ controlavel se e somente se o par (A’, B") for obser-
vavel.

Prova: (A, B) controlavel se e somente se
t
W.(t) = / exp(AT)BB exp(A'T)dr
0

for ndo singular para qualquer ¢ > 0. O par (A, B') é observéavel se
e somente se, trocando A por A" e C por B’

t
W,(t) = / exp(AT)BB' exp(A'r)dr
0
for nao singular para qualquer ¢ > 0.

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP observ 6/20

e Observabilidade: depende apenas de (A, C)
Teorema: as afirmacoes abaixo sao equivalentes.
1) O par (A, C) é observavel.
2) A matriz n X n

W,(t) = /t exp(A'T)C'C exp(AT)dT
¢ nao-singular V ¢ > 0. 0

3) A matriz de observabilidade ng x n (comando obsv no Matlab)

C
o C.A

OAn—l

tem rank n (rank completo de colunas).

wy

tem rank n (rank completo de colunas) para todo autovalor A de A

4) A matriz (n +q) X n

(coprimas a direita).

5) Se todos os autovalores de A tém parte real negativa, a solugao
unica de
AW, +W,A=-C'C

é definida positiva. Essa solucao é chamada de Gramiano de ob-
servabilidade e pode ser expressa como

W0:/ exp(A'T)C'C exp(AT)dT
0
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Indices de Observabilidade

Considere A € R"" e C' € R?*" com C' de rank completo de linhas
(se ndo for o caso, alguma linha redundante pode ser eliminada).

Se (A, C) for observavel, a matriz de observabilidade £ tem rank
n e, conseqiientemente, n linhas linearmente independentes (de um
total de nq linhas).

Seja ¢; a i-ésima linha de C'. De maneira dual a controlabilidade, se
uma linha associada a ¢,, torna-se linearmente dependente, todas as
demais linhas subseqiientes também o serao. Seja v, o numero de
linhas LI associadas a ¢,,. Se O tem rank n,

VAUt =0
{v1,1v9,...,1,} sdo Indices de observabilidade e

v =max {vy,o,...,Vp}
¢ o indice de observabilidade de (A, ().

Se (A, C') é observavel, o indice de observabilidade v é o menor inteiro
tal que

C
C'A

C A

e O intervalo para v é dado por

n/q <v<min (n,n—q+1) ¢ =rank (C)
sendo n o grau do polinomio minimo de A.

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP observ 8/20

Corolario: O par (A,C) com A € R™" ¢ p(C) = q ¢ observével
se e somente se a matriz

C
CA

Dn—q—l—l — :

C A1

tiver rank n.

Teorema: A observabilidade ¢é invariante sob qualquer transforma-
cao de equivaléncia.

Teorema: O conjunto de indices de observabilidade do par (A, C)
é invariante sob qualquer transformacao de equivaléncia e para qual-
quer re-ordenamento das linhas de C.

e Diferenciando C'exp(At)x(0) = y(t) e tomando ¢t = 0, tem-se

3 30
CEA z(0) = O,2(0) = 7(0) £ y(EO)
] C AV _ | y_(y_l)(o) |

Uma solugao z(0) existe se (0) estiver no range de 9,. Se (A, C) é
observavel, , tem rank completo de colunas e a solucao é unica.

z(0) = [D"D] 1 0y(0)

Note que para a determinacao do vetor (0) (contendo as derivadas)
é necessario o conhecimento de g(t) na vizinhanca de t = 0.
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Sistemas Equivalentes
Considere o sistema

= Axr + Bu
y=Cx+ Du

Seja * = Px com P nao singular. Entao

é um sistema equivalente.

(A, B) controlavel <= (A, B) controlavel

(A, C) observavel <= (A, C) observavel

e Todas as propriedades (estabilidade, controlabilidade e observabi-
lidade) sao preservadas pela transformacao de equivaléncia.

e As matrizes de controlabilidade e de observabilidade se relacionam
da seguinte forma
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Decomposicao Canonica
Teorema
Considere um sistema de dimensao n com
p(&)=p(|B AB -+ A"'B|)=mn; <n
e forme a matriz n X n
p1a [(h gy qn}

cujas primeiras mi colunas sao quaisquer ni colunas LI de € e as
demais sao escolhidas arbitrariamente de modo que P seja nao sin-
gular.

A transformagao de equivaléncia r = Px transforma o sistema em

BRI ERrE

com A, € RM*" ¢ A e Rr—m)x(n—n1)

A sub-equacao de dimensao nq
a'_jc — AC'SEC —l_ Bcu

y = C.x.+ Du

é controlavel e tem a mesma matriz de transferencia do sistema ori-
ginal.
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Prova: A transformacio x = P~'Z realiza uma mudanca de re-
presentacao do estado da base ortonormal para a base Q = P~! =
{q1,--  qnys-->qn}. A i-ésima coluna de A ¢é a representagio de
Ag;nabase {q1,...,qny, .-, qn}. Parai=1,...,nq, os vetores Ag;
sao LD no conjunto {qi, ..., ¢n, } €sdo Ll em {qn,41,--.,qn}, 0 que
explica a forma da matriz A.

As colunas de B sdo a representacao das colunas de B em relacao a
base {q1, ..., qny;---,qn} Mas as colunas de B dependem apenas de
{q1,. -, qn }, 0 queexplica a forma de B. Note que se B € R tem
rank p e se suas colunas sao escolhidas como as primeiras p colunas
de P71,

ordem p.

entao a parte superior de B serd a matriz identidade de

Seja € a matriz de controlabilidade de (A, B). Entao, tem-se p(€) =
p(€) = ny e pode-se verificar que

o B.|A.B,| - |AMB.|--.| A1,
10 0 0 0
¢ |AMB. |- | A" 1B, ] } n; linhas
100 0 } n—nq linhas

sendo €. a matriz de controlabilidade do par (flc, Bc). Como as
colunas de A¥ B, para k > ny, sdo LD das colunas de €., a condicao

p(€) = ny implica p(€) = ny e portanto a equagao de dimensao nq
¢ controlavel.

Resta mostrar que a equacao de dimensao n; tem a mesma fun-
cao de transferencia do sistema original. Como a transformacao de
equivaléncia nao altera a funcao de transferéncia, basta mostrar que
a funcao de transferéncia do sistema de dimensao nq ¢ igual a do
sistema transformado.
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Note que

ot il - !(SI TS

com

<\ —1

M = (SI — AC)_l /_112 (SI — A(—;)

e portanto a matriz de transferéncia do sistema transformado é

o [s1—A -4, 17 [B B
[Cc Cc}[ 0 SI—AC] [0]+D—
o (sI=A)T M [Bc]

c c -\ = D
[C C] 0 (SI—AC>1 0 *

e Decomposicao do espaco de estados

nao-controlavel; dimensao n — ny

controlavel; dimensao nq
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Exemplo
110 01
r= 101020 $+10u,y:[111]x
011 01

0111
p&)=p| 1010 =2<3
0111
(01 1
Pl=0Q=1100 . T =Px
010

10/0 10
A=PAP'=|11/0| : B=PB=|01
001 00

C=CcP'=[121]

Sistema de dimensao ny = 2
- 1 0f_ 10 S
xc—llllchr[Ol]u,y—[lQ]x

e A funcao ctrbf transforma o sistema para a forma canonica con-
trolavel, mas com as colunas de P~! na ordem inversa, resultando

A, 0 | 0
12121 A’Zlc ’ BC
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Teorema: Decomposicao Canonica — Forma Dual

Considere um sistema de dimensao n com

_ - -
C'A
p(O) = p( 5 )=mny <n
CAn—l
e forme a matriz n X n
_ . _
P = | p,
L pn -

cujas primeiras ns linhas sao quaisquer ns linhas LI de O e as demais
sao escolhidas arbitrariamente de modo que P seja nao singular.
Entao, x = Px transforma o sistema em

==L a5 B
y=1[C, 0] [ij]+Du

A, € R2xm2 o A, € RI=m2)x(n=n2) -~ A gub-equacio de dimensao ns

T, = AOSEO + Bou

y = Cyx,+ Du
é observavel e tem a mesma matriz de transferéncia.

Matlab: obsvf
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Teorema (Decomposi¢cao de Kalman)

Toda equacgao de estado pode ser transformada na forma canonica

equivalente
[ fco | [ Aco 0 12113 0 11 fco ] I Bco |
Teo Ay A Agz Ay Teo B
- — A - + u
Teo O O A@O O Lzo 0
Teo 0 0 Ay Ag Tz5 0

y=[Cw 0 Cs 0] Z+ Du

T, . controlavel e observavel
T . controlavel e nao observavel
Tz, - nao controlavel e observavel

Tz - nao controlavel e nao observavel

Equivalente (para estado inicial nulo) a equacao de estado controlavel

e observavel

fco - Acofco + Bcou

Yy = Ccoa_jco + Du
com a matriz de transferéncia

G(s) = Co(sT — Apy) ' Buy+ D
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Decomposicao de Kalman

e descricao por funcao de transferéncia nao é necessariamente equi-
valente a descricao por equacoes de estado

Matlab: minreal (realizacao minima, cancelando pélos e zeros)

Exemplo
2 F 10
|| —
+ gy -
i % +
T9 1 H 1QH o HlQ 1H T4

ol

8
w
T
—_
2
|
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Eliminando as varidveis de estado que nao sao controlaveis e/ou nao
sao observaveis:

. (D :
] [

Funcao de transferéncia: y = u

Equacao de estado do circuito original (forma canonica controlavel)

0 —-05 0 0 0.5
o I 0 0 0 vt 0 "

0 0 =05 0 0

0 0 0 -1 0

Parte controlavel
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Exemplo  (Kailath, p. 145)
Considere o sistema (satélite em 6rbita equatorial — linearizado)
= Ax+ Bu ; a:’:[rfé’(ﬂ

e Eistados: posicao & velocidade em coordenadas polares
w velocidade angular

0 1 0 0 | [0 0|

3w 0 0 2w 10 Uy

A=l o 01| P oo ’“_[m]
0 —2w 0 0 01

uq : jato radial da turbina
Uy : jato tangencial da turbina

e Determine se o sistema é controlavel:

- Apenas com u;

- Apenas com us
Transforme a realizacao na forma nao controlavel padrao, quando
apropriado.

Matriz de controlabilidade

0 1 0 —u
1 0 —w? 0
=10 0 —2%w o0 plE) =3

0 2w 0 2w

coluna 4 = (—w? x) coluna 2
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Construindo a matriz de transformacao equivalente T

T =[b|Ab | A% |t ]

t : arbitrario, escolhido para garantir T invertivel (por exemplo,

ortogonal)
001 0 2w]
1 0 —w? 0
=10 0 —w 0
0 —2w 0 1
0 1 —w?—dwt 0
L1 % 0 0 —4w?
S 2w48B | 0 0 —1—4w® 0
4% 0 0 2w
(00 0 |6wd+3w/2] 1
- 1 0 —w? 0 - 0
_ =l L7
A==\ 00 o | —gpw | T o
00 0 0 0

Polinoémio caracteristico de A: s%(s* + w?), autovalores: 0, 0 e d=jw
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Maneira alternativa de construir uma transformacao de similaridade
T": impor

T—lA: [1?)0 A;2]T1 : T—lb: [bc]

A 1 autovalor nao-controlavel
Chamando t,, a dltima linha de 77!, tem-se
tA=X, , t,b=0

Por exemplo: t, = [Qw 00 1]

As demais linhas podem ser arbitradas:

1 000 |
0100
~1
=10 010
2% 0 0 1
0 100 | [0 ]
2
O | w0 0]2w - 1, |1
Ay=T7'AT=| 0 | =T b= 0
0 00|0 0

Autovalor nao controlavel: A\ = 0
— formas canonicas nao sao unicas

Para u; = 0 (apenas propulsao tangencial), o sistema é controlavel.
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