IA536A - Teoriade Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP

Matrizes e vetores

Amxn —

aj; dpp -
dp; dpp -

| Am A

Profs. Pedro/lvanil

~ A € R™": matriz real (elementos s3o escalares reais), A € C™": matriz

complexa;

~> X € R" (real), x € C" (complexo)

e Transposicao:

matrizlinear

djp dgp -
A — djp dpo -

_aln don -

;X/:[Xl Xo -« -

X2 |; (A+B) =A'+B'; (AB) =BA
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e Matriz conjugada A (Ae C™M

Profs. Pedro/lvanil

1 1+ 0 ) 1 1—]j 0
A=|-3-3] | —-1-5]| ;A=|-343] —] —145]
0 4 1 1+] 0 -4 1—-j
1 —-3+3] 0
e Matriz conjugada transposta A*= | 1— ] —]  —4]
0 —-1+5]1—]]
(A+B)"=A"+B* ; (AB)"=B'A" ; ce€C = (CA)"=CcA"

Trago: soma dos elementos da diagonal de uma matriz quadrada
n

Anxn = Tr(A)= Za“ ; Tr(AB)=Tr(BA) ; Tr(aA+B)=0aTr(A)+Tr(B)
=
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Matrizes
e Simétrica: A=A’ (a; = a;i)
o Anti-simétrica: A= —A’ (a; = —a;i)

Se Ac R™N entdo A+ A ésimétrica :; A—A é anti-simétrica

Se Ac R™N entdo A'Aésimétrica : AA é simétrica
e Hermitiana: A= A" (a&j = a;;)
e Anti-hermitiana: A* = —A

Toda matriz quadrada A pode ser expressa de maneira tinica como

. 1 1
A=X+]Y ; XZQ(A+A*) ; Y:2—j(A—A*) ; X,Y hermitianas
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Determinantes

e Notacdo: det(A) é o determinante da matriz quadrada Anxn, fungdo escalar
que pode ser calculada a partir de uma linha arbitraria K da matriz

det(A ZlakJCkJ

ou ainda a partir de uma coluna | qualquer

det(A ZanCn

sendo Cpq os cofatores dados por

— pP-+q
Cpg = (—1)""Mpq
e Mpq 0os menores associados aos elementos apg da matriz Ayn. O menor

Myq € o determinante da matriz de dimensdo (N—1) x (n— 1) obtida a partir
da eliminacao da linha p e da coluna q da matriz A.
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~> Determinantes de Anxn, paran=1,2 e 3:

A= [ a1 ] — det(A) = 11

djp a
A= |2 — det(A) = anaz — anan
az1 ax
a1 a2 a13
A= | ayp axp azx —>  det(A) = ajnaxazs + agpapzazs + ajzaxas
| A31 Az dsz3 —ay3d22a31 — Ag2dax1833 — A11a32a23
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Propriedades dos Determinantes
e Se duas linhas (colunas) sdo trocadas, troca-se o sinal

e N3o se altera se uma linha (coluna) multiplicada por um escalar é somada a
outra linha (coluna)

e Se uma matriz tem duas linhas (colunas) idénticas o determinante é igual a
Zero

o det(A’) =det(A) ; det(A*)=det(A)
e det(AB) = det(A)det(B)

e det(aA) =a"det(A) (AeR™")

. det([@ SD :det([é SD — det(A) det(D)
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Matrizes
e Ortogonal: Ac R™" A/A= AA =1 e Unitaria: Ac C™" A*A=AA* = |

e Determinante de matriz hermitiana é sempre real: det(A) = det(A*) =
det(A’) = det(A)

e Se det(A) =0 a matriz A é chamada singular

Inversa de uma matriz: Anxn possui uma inversa Boyp = A1 se
AB — BA: Inxn
A inversa de uma matriz é dada por

1

 det(A)

sendo Adj (A) a matriz adjunta da matriz A, definida como
Adj (A) = [Co (A)]'

e Co (A) é a matriz cofatora de A, composta pelos cofatores Cij da matriz A.

A—l

Adj (A)
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~> Uma identidade matricial AB = C pode ser particionada de varias maneiras:
[All[Ble] [A151A1|32]:[C1 Cz]
Ao AzBl‘Ang C; Cy
[A1A2] [ Bl] _ [A1|31+A2|32] _ [Cl]
Az A4 | | B2 AzB1 + A4B> C
[A1A2] [ B, | Bz] _ [A1|31+A2|33A1|32+A2|34] _ [C1 C2]
As|As | | Bs|Ba AsB1+ AsB3 AgBy + AsBy C3 Cy

~> inversa de matriz ortogonal é igual a transposta A~ = A/

~> inversa de matriz unitaria é igual 3 conjugada transposta A~! = A

e Inversa de uma matriz A € R2*2

ab]™ 1 [d —b
cd ~ad—bc|-C a
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Formulas para Matrizes Inversas

A1 A

com Aj1 e A» também quadra-
Aoy Azz] 11 22 q

Considere a matriz quadrada A= [

das.

e Se Ay; é ndo-singular: det(A) = det(A;) det(Anx — Aot AL A)

A1 Ap B | 0 A O | AIllA]_z
Arx A | A21AI11 I 0 A 0 |

A — 7 ~ . 7 ~ .
A=Ay —A21A111A12 ;A é n3o-singular sse A é nao-singular

o Se Ay é ndo-singular: det(A) = det(Ax) det(Arg — A1pAL A )

Ap Al [ ALAZT A 0O 1 0
Ay Ao | |0 I 0 Ay | | AyAx |

A — /o~ . N s~ .
A= A —A12A221A21 . A é nao-singular sse A é nao singular
A

(A) é chamado de complemento de Schur de Az (Ag)
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e Se A é nao singular

-1 — — _ — — —
[All A12] _ [Aﬂl + AT ARA I ANAT —AALA 1]

A>1 Ax —A_1A21AI]_1 A1
Au Ap B At —A_1A12A521
Aot A | | —AGANATY AL+ A AN TIALAS

~» Formulas para Matrizes Inversas

(Ar1 — AroAs Aor) = A 4 AL AL ( Aoy — At A AL) TANALT

(Ago — A A AL) 1 = A 4 AL A1 (Agg — AoAL Ax ) TALA
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e Para A bloco-triangular

Al L
A1 Ax —A A AL A

e Para matrizes quaisquer B C™" e C € C™M

det [ n IB] — det(I,+ CB) = det(l,,+ BC)
T n

e Para quaisquer X,y € C™ det(l,+xy") =1+Yy'X
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Sistema de Equacdes Lineares

Y1 A11X1 + A12X2 + - - - + Q1nXn
Y2 = Qp1Xy+ AgpXp+ - -+ QonXp

Ym = aQmiX1+ ameXo + - -+ + QmnXn

~> Forma matricial: y = AX
Y1 dqp a2 -+ Qun X1
dpp Ao -+ & X
y— ¥2 . A= ?1 22 | .2n X = .2
_ym_ _amlamZ"‘ amn_ _Xn_

e Interpretacdo: Y é a medida ou valor observado e X é a incognita; ou Yy é
a saida (resultado) e X é a entrada (agdo); Yy = AX define um mapeamento
(fungdo ou transformagdo) que leva Xx€ R" a y € R™
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Equacédo Caracteristica

e Considere a equacdo linear AX = AX, com A escalar, que pode ser escrita:

(Al—A)x=0

~> Uma solugdo X # 0 existe se e somente se det(Al —A) =0

~ Se A€ R™" a expansdo fornece uma equacdo polinomial de ordem n, com
N raizes caracteristicas Aj, | = 1,...,Nn chamadas de autovalores da matriz A.

)\iXi:AXi ; i:1,...,n

Xi: vetor caracteristico (autovetor) associado a raiz caracteristica (autovalor)

Ai

Polindmio Caracteristico:  det(Al —A) (mdnico, de grau n)
Equacgédo Caracteristica: det(Al—A) =0

Obs.: AcR™" — AcCexe(C"
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Polindbmios Coprimos

~> S30 polinomios que n3o possuem fator comum. Dados dois polinomios Pg e
P1, com o grau de P menor ou igual ao grau de Pp, pode-se usar o algoritmo
euclidiano para determinar se pg e P; possuem ou n3o um fator comum.

e Determine os polinomios Py, ..., Pk tais que Pj;1 seja o resto da divisao de
Pi—1 por [i.

e Dessa forma, garante-se que os polinOmios P; possuem grau estritamente
decrescente e que existem polinémios g, I = 1,...,Ktais que pPi_1 = Qi P+ Pi+1.-

e A seqiiéncia termina quando encontra-se um Py que divide Px_1, ou, se Po
e P1 ndo possuem fator comum, a seqiiéncia termina com Py igual a uma
constante nao nula. Se houver um fator comum, o maior denominador comum
entre Pp e Py € dado pelo px que divide Px_1.
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Exemplo: Considere pg=S>—65°+11s—6 e p; = —5s+4.

— (s—1 25— 2
Po=(s—1)p1+(25s—2)

a1 P2
p1:£0.53—22p2+, 0,
0o P3

P2 =2(S—1) é o maior denominador comum

Exemplo: po=S+45°—2s+1lep;=5+2s—1.

Po= (S+2)p1+ (—5s+3)
p1 = (—0.25—0.52)p,+ 0.56

—> nao possuem fator comum
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Polindbmios Coprimos

A matriz de Sylvester pode ser usada para se determinar se dois polinomios
SA0 OU NA0 COPrimos.

Considere, por exemplo, os polinomios

P(S) = po+ P1S+ Pas° + psS’
q(s) = Go+ 1S+ QpS” + GsS’

A existéncia de um fator comum implica que existem polinomios
a(s) =a+ays+as” ; b(s)=bg+bis+bys

tais que

matrizlinear 16/24



IA536A - Teoriade Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP Profs. Pedro/lvanil

~> Agrupando as incognitas (coeficientes de a(s) e b(S)) em um vetor, por
exemplo, na seguinte ordem

/
X= [—ao bo —dj bl —dy bz]
e, correspondentemente, os coeficientes de P(S) e (S) em uma matriz, tem-se

Qo Po 0 0 0 O]

Jr P1 Co Po O O
L G P2 01 P1 Qo Po X =0
0s P3 02 P2 Q1 P21

0 0 0z Pz 92 P2
|0 0 0 0 g3 ps

que possui solu¢do diferente da trivial se e somente se det(S) = 0.
S é conhecida como a matriz de Sylvester associada aos polindmios p(S) e
g(s), e pode ser construida de diversas maneiras equivalentes, dependendo do

empilhamento escolhido para o vetor X.

~> Os polindmios sdo coprimos se e somente det(S) # 0.
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Funcao Linear

i ://‘x+y
Uma funcdo f . R" — R™Mé linear y
se
o f(x+y)=TFf(X)+f(y), VXYy€
R" ,
e f(ax)=af(x), VxXeR" Vace X
R
Isto &, vale o principio da super- \ )
posicao "

Exemplo: f(X) =Ax, Ae R™"

e Qualquer funcgdo linear f : R" — R™ pode ser escrita na forma f(Xx) = Ax

matrizlinear 18/24



IA536A - Teoriade Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP Profs. Pedro/lvanil

Funcao Linear Funcao Afim
y= f(X) y=f(x)+k

Funcao Linear por partes
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Interpretacao

n
y=Ax = yi=>aX ; i=1.m
=1

e 8j: fator de ganho da J-ésima entrada X; para a i-ésima saida Y;

I-ésima linha de A se relaciona com a I-ésima saida

J-ésima coluna de A se relaciona com a |-ésima entrada

ax3 = 0 implica que a segunda saida Y, n3o depende da terceira entrada X3

~+ Por exemplo, A diagonal (isto é &; = 0 para | # |) implica que a i-ésima
saida depende apenas da I-ésima entrada
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Profs. Pedro/lvanil

Exemplo: circuito linear estatico (contendo apenas resistores, fontes in-
dependentes e fontes dependentes). Denominando X;j as tensdes das fontes
independentes e Y as varidveis (tensdo ou corrente) do circuito, tem-se

X1

R3
 —
— £+£+Y3:0
- + Y3 N Rl R2
Y1 - Rl Y2_ R> @ X2 y1:X1_|_y2 , y2:R3y3+X2
_l/R]_ l/R2 1 _y]__ [ 0 |
1 -1 0 Yol = 1| X1
i 0 1 —Rg_ _y3_ _X2_
A 1 R (R +Rs) RiR> X
Yo | = —RoRs3 RiR> [ ]
RiR, + RiR; + RHR X
Y3 | 12 + R1R3 + o3 _ R, —(R1+R2)_ 2

~> Auxilio de ferramentas de computacao simbdlica

matrizlinear
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Linearizacao
e Funcdes n3o-lineares f : R" — R™M diferencidveis em Xg € R"
Para X préximo de Xg, f(X) é muito préximo de f(Xp) + DT (Xg)(X—Xo)

of

Matriz jacobiano: Df(Xp)ij = P
I xg

Se y= f(X), Yo= f(Xo), define-se Ox = X — Xg (variagio da entrada) e dy =
Y — Yo (variagdo da saida), e portanto

Oy ~ D f(Xp)0x

e Para pequenas variacoes em torno de Xg, o comportamento € aproximada-
mente linear
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Sistemas Dinamicos Lineares

X=Ax+Bu ; y=Cx+Du

e Sistemas Auténomos (U=0): Com- e Pode ser alterado através da entrada
portamento pode ser determinado a
partir de uma condicao inicial conhe-
cida

I I I
7 8 9 10

| | | | | |
0 1 2 3 7 8 9 10

*tempo °

~> Comportamento pode ser estudado a partir dos “modos”
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Sistemas Nao Lineares
e Comportamento pode ser imprevisivel, dependente da condic3o inicial, cad-

tico, ...
4 T T T T T T T T T 4
3 3
2 2
1 1
H N
> 0 >0
-1 1
ol | Sl
-3 i -3r
-4 Il Il Il Il Il Il Il Il Il -4 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tempo tempo

i@

LSS
RN
tiY oY i
N ATive SN
= IMAD)
\\\\\\\\\\,\,,I/}".:offl);'-;‘-;f-,’.-"
1 =
o
=" 4
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