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Estabilidade e Controle de Sistemas Lineares através de
Desigualdades Matriciais Lineares

e Hstabilidade

O sistema linear descrito por £ = Az é assintoticamente estavel
se e somente se qualquer uma das condicoes equivalentes abaixo for
verificada:

i) Para qualquer condi¢ao inicial z(0), tlim x(t) — 0
—00

i) max Re{A\i(A)} <0

ii1) Para qualquer matriz Q = Q" > 0, a tnica solugao simétrica P
da equacao de Lyapunov A’P + PA + () = 0 ¢ definida positiva.

) Existir P = P" > 0 solugao de

AP+ PA<O

v) Existir W = W' > 0 solucao de
AW + WA <0
vi) Para qualquer matriz Q = @' > 0, existir P = P’ > 0 solugao
de
AP+PA+Q <0
vii) Existirem P = P' > 0, X; e X, tais que

X1A+AX] P-X+AX]
P—X|+XA —-Xy,— X}
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Desigualdades Matriciais Lineares

As condigoes v)-vii) sao desigualdades matriciais lineares, ou LMIs
(em ingles, Linear Matriz Inequalities).

Empilhando as variaveis de decisdo (incégnitas) em um tnico vetor
x € R™, pode-se re-escrever uma LMI na forma

F(CB)éF0+:U1F1+"'+CUmFm>O

com F; € R"™" ¢ =0,...,m matrizes contantes simétricas. Note
que F(x) > 0 significa que F(x) deve ser definida positiva para todo
x, ou seja, Yy F(x)y > 0 para todo vetor y # 0.

A LMI F(z) > 0 ¢é equivalente a um conjunto de n desigualdades po-
linomiais em z, obtidas impondo-se que os menores principais lideres
de F(x) devem ser todos positivos.

A LMI F(z) > 0 é uma restricao convexa, isto é, o conjunto
{z : F(x)> 0}

¢ um conjunto convexo.

Convexo Convexo .
Nao convexo
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Desigualdades Matriciais Lineares

Desigualdades convexas podem ser convertidas em LMIs através do
complemento de Schur. Basicamente, a LMI

Qx) S(x)
Sty ) >
com Q(x) = Q(z), R(x) = R(x) e S(x) todas dependendo de

maneira afim da variavel x equivale a

R(z) >0 , Q(x)—S(x)R(z)'S(x) >0

Exemplo: A restri¢do sobre a norma da matriz [|M(x)|| < 1 (mé-
ximo valor singular), com M (x) € RP*? dependendo de maneira afim
em x, pode ser escrita como a LMI

[ I, M)

M@y 1, |7

pois || M| < 1 equivale a I, — MM" > 0. O caso g = 1 reduz-se a
uma desigualdade quadratica convencional em x.

Exemplo: A restricao c(x)' P(x) lc(z) < 1, P(x) > 0, com c(x) €
R" e P(z) = P(x)" € R"" dependendo de maneira afim de z, pode
ser expressa em termos da LMI

[Pl o))

c(x) 1
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Complemento de Schur

Para Q = Q' ¢ R R =R € R™™ ¢ S € R"™™, as seguintes
condicoes sao equivalentes:

. S
z)[g, R]>O
i) R>0,Q— SRS >0

e Note que, definindo

I 0
Tu_l—Rls’I]

tem-se X
QS | Q—-SRS" 0
d [S’ R I'= 0 R
e como 1" é uma matriz nao singular,
Q S Q- SRS 0
[S’ r|>0 = 0 r|>0

e 1" nao singular define uma transformacao de congruéncia.

Duas matrizes simétricas A, B € R"*" sao congruentes se existir T' €
R™ ™ nao singular tal que A = T"BT. Se A ¢ B sao congruentes,
entao A > 0 se e somente se B > 0.

B > 0= Vo # 0, 2’Bx > 0. Definindo x = T 'y, tem-se
'Br =y T'BTy=y'Ay >0, Vy #0= A > 0.
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LMlIs

e Existem programas computacionais especializados (algorimos con-

vergem em tempo polinomial) na resolugdo de LMIs (LMI Control
Toolbox (Matlab), Lmitool (Matlab e Scilab), SeDuMi, LMI Solver

e Intimeros problemas de controle podem ser formulados como LMIs

e Outras aplicagoes (mecanica, otimizagao, etc.)

e Algumas referéncias:

e Boyd, S., El Ghaoui, L., Feron, E. Balakrishnan, V. (1994).
Linear Matriz Inequalities in System and Control Theory,
SIAM Studies in Applied Mathematics, Philadelphia, PA.

e Gahinet, P., Nemirovski, A., Laub, A. J. Chilali, M. (1995). LMI
Control Toolbox for use with Matlab, User’s Guide, The Math
Works Inc.

e Sturm, J. F. (1999). Using SeDuMi 1.02, a MATLAB toolbox
for optimization over symmetric cones, Optimization Methods
and Software 11-12: 625-653.

URL: http://fewcal kub.nl/sturm /software /sedumi.html.
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Estabilidade

A é assintoticamente estavel se e somente se, para qualquer ) =
Q) > 0, existir P = P’ > 0 solucao de

i) AP+ PA+ @Q =0 (equagao de Lyapunov)
ii) AP+ PA+Q <0

A condicao i) define um sistema de equagoes lineares e possui solugao
algébrica, ao passo que i) é uma LMI (solu¢ao numérica).

e A solucao do problema convexo de otimizacao
min Tr(P)

sujeito a
AP+PA+Q <0 ; P=P >0

produz como resultado a matriz P solucao da equacao de Lyapunov.

Note que as condigoes de estabilidade iv) e vii) se relacionam por

Xﬂ+A%{]la&+AXq[I

/
1A P-—X+XA —Xy— X} A

]AT+PA

— Generalizacao da transformacao de congruencia com 7' € R™*™,
valida apenas se T' tiver posto completo de colunas.
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Estabilizacao
Considere o sistema
= Ax + Bu

com A € R e B € R"™™  Existe uma lei de controle de realimen-

tacao de estados que estabiliza o sistema se e somente se existirem
K e R™"e P = P >0 tals que

(A+ BK)P+ P(A+ BK) <0

e Nao é uma LMI nas variaveis K e P:
AP+ K'B'P+ PA+ PBK <0
Multiplicando & esquerda e & direita por P!
P'A+P'K'B'+ AP™'+ BKP™' <0

e fazendo a mudanca de varidveis Z = KP~ ' e W = P! tem-se:
o sistema ¢ estabilizavel se e somente se existir W = W' > 0 e
Z € R™ " factiveis para as LMIs

AW +WA +Z'B+BZ <0 ; W=>0

No caso afirmativo, K = ZW ! ¢ o ganho estabilizante.

e Mudanca de variaveis foi usada em intiimeros problemas de controle
e de filtragem, principalmente no contexto de sistemas com incertezas

(controle e filtragem robustos), resultando em formulagoes convexas
(LMIs).
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Normas para Sinais

e Uma norma satisfaz as seguintes propriedades:
1) flull = 0;

i) [|ul| =0 <= wu(t)=0 V¢

iii) [loul| =[ o | flull Vo € R;

) [Ju+vl} < flufl + o]l

Exemplos
e Norma-1
A e
2 [ Jutt)| a
— 0
e Norma-2

MMé([jﬁwﬁf

e Norma-oo

lulloo = sup. | u(t) |
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Normas para Sistemas

e Sistemas lineares causais invariantes no tempo
t
y(t) = / Gt — T)ulr)dr
0

Sendo G(t) a matriz de resposta ao impulso e G(s) a fungao de
transferéncia do sistema (transformada de Laplace de G(t)).

Sistemas Monovariaveis SISO

@

s) . funcao racional com coeficientes reais

G(s) estavel = analitica no semi-plano direito (Real s > 0)

Q Q@

(5)

(5)

(s) prépria = G/(o0) finito (grau N(s) < grau D(s))

(s) estritamente prépria = G(oc) = 0 (grau N(s) < grau D(s))
()

G(s) biprépria (G(s) e G™Y(s) préprias) (grau N(s) = grau D(s))

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP estcontlmi 10/17

Definicoes

e Norma-2

N 1 +00 ' ) %
612 (5 [ 16U P a)

e Norma-oco

IGllse = sup | Gljw) |

Para G(s) estavel, pelo teorema de Parseval

o= (& [ 10000 < ([0 a)

Lema: A norma 2 de G(s) ¢ finita se e somente se G(s) ¢ estrita-
mente propria e nao possui nenhum poélo no eixo imaginario.

Lema: A norma oo de G(s) é finita se e somente se G(s) é propria
e nao possui nenhum polo no eixo imaginario.
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e A norma oo iguala-se a distancia no plano complexo da origem ao
ponto mais distante no diagrama de Nyquist de g(s) ou, equivalen-
temente, ao valor de pico no diagrama de magnitude de Bode.

B s24+2s+1
346524+ 11s+6

Exemplo: ¢(s)

Nyquist

0.15

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
real

Bode

0.25

)12 14 16 18 20
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Sistemas Multivariaveis

Considere H(s) uma matriz de transferéncia estével e estritamente
propria obtida a partir da realizacao

T = Arx + Biw
y:CfCU

Ay 2 A+ BK ; C;=C+ DK

As normas Hs e Hy, sao definidas por:

e Norma Ho

1 +00

|H(s)], 2 (— Tr [H*(jw)H(jw)]dwf

21 J_

= <% /O:OZOZ' [H(j@]dw)

?

1
2

Obs.: o;(M) = A2(M*M) (valor singular de M)

e Norma H

HI_I(S)HOOé SUP - Oar [H (Jw)]

w€R+

Obs.: Opnaz(+) € 0 valor singular maximo
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Caracterizacao no espacgo de estados

e Norma H,

1H(s)||l2 = Tr(B{L,B1) = Tr(CyL.CY)

Sendo L, o Gramiano de observabilidade e L, o Gramiano de con-
trolabilidade, solugoes das equacoes

AjL.+ LA+ BB =0 ; AiL,+ LA+ C3Cy =0

Ou: ||H(s)||5 = min Tr(X) sujeito a

XW
/
[CWW W;f]>0 . W >0
f

[ —(A;W + WA, B

” P[0

e Norma H.

A norma H., pode ser calculada (de maneira iterativa) a partir da
relacao entre um limitante superior v > 0 e a existencia de uma
matriz definida positiva P solucao de

A'P+ PA;+~7*PBB{P+C}C; <0

Ou: ||H(s)||s < 7y se e somente se existir W > 0 tal que

—(AW + WA, By WO
Bj I O > 0
cw 0 I
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Otimizacao H-

Chamando de IC o conjunto dos ganhos de realimentacao de estados
estabilizantes, o problema de controle 6timo Ho pode ser escrito na
forma

. H 2)
min - [[H(s)|;

ou, equivalentemente,

. /
min Tr 1B PB}

sujeito a

(A+ ByK)P+ P(A+ B;K)+ (C+ DK)(C+DK)=0

Deixando de lado a restricio K € K e definindo W = W' como
sendo a variavel dual associada a restricao, tem-se o lagrangeano

L(P,W, K) dado por

qRWUQ:T%EP&+

-wmm+BﬂWP+HA+&Kyuc+DKﬂc+DKm

As condicoes necessarias de otimalidade fornecem

(A+ By K)W + W(A+ ByK)' + BB, =0
(A+ ByK)P+ P(A+ ByK)+ (C+ DK)(C+DK) =0
2[D'DK + ByP]|W =0
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Se W for definida positiva, a solugao em termos de K ¢é tnica, asse-
gurando a estabilidade do sistema em malha fechada:

K =—(D'D)'B,P

Substituindo, obtém-se a equacao de Riccati

A'P+ PA— PBy,(D'D)'B,P+C'C =0

O valor 6timo da norma Hs é
min | H(s)|3 = Te(B|PB)

sendo P a solucao da equacao de Riccati.

e Relacao com o problema linear quadratico

in J = 'y dt
m[énJ /Oyy

r=Ax+ Bou ; x
y=Cx+ Du

com D'D > 0e C'D = 0. A solucao 6tima v = Kz é dada por
K =—(D'D)"'BiPe P =P > 0éasolucao da equacio de Riccati.
Portanto, o ganho 6timo coincide com o obtido pela otimizacao Ho,
e o valor minimo do critério J iguala o da norma Hsy sempre que

xéPZL’O = T‘I‘(BipBl)
ou seja, sempre que xox, = B1Bj.
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Otimizacao H

Para v > 0, a realimentacao u = Kx com K = —(D'D)"'B}P e
P = P > 0 solucao da equacao de Riccati dada por

AP+ PA+ P(y BB, — By(D'D) 'By)P +C'C =0
garante || H(s)||o0 < 7.

e Caracterizacao “sub-6tima”. O valor de v pode ser iterativamente
diminuido até atingir-se o minimo.

e Um conjunto de ganhos que garantem a atenuagao minima igual a
v pode ser caracterizado a partir da inequacao

AP+ PA+ Py ?B B, — By(D'D) 'By)P+C'C <0

A escolha de um elemento no conjunto pode ser ditada por outro
critério, por exemplo, a norma Hs (problema misto Hy/H o).

e A norma H,, pode também ser caracterizada como um “ganho
induzido”. Assumindo que o vetor de entradas w pertenca ao con-
junto de sinais quadraticamente integraveis (sinais de energia) e que
o sistema seja estavel, entao a saida y também pertence a classe de
sinals quadraticamente integraveis. A norma H., pode ser definida
(inclusive para sistemas nao lineares) como o méaximo valor de 7y para
o qual

lyllz2 < 7 ||lw]2

Ou: [[H(s)lloc = max [|yll2

[wll2=1
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Caracterizagao por LMIs

Com a mudanca de variaveis Z = KW, os problemas de controle
6timo Hs e Hs por realimentacao de estados podem ser transforma-
dos em problemas convexos de otimizagao descritos por LMIs (Linear
Matrix Inequalities).

e Controle Otimo Ho

min  Tr(X)
X, ZW

[ 4% WcC'+2Z'D

CW+DZ X ]>O - W>0

[—MV—WA—Bﬂ—ZBQ&]
, >0
B! I

K=2W"' ; minl|H(s)|s = min Tr(X)

e Controle Otimo Hoo

min o
ZW
—AW —WA"— By Z —7Z'By, By WC"+Z'D’
Bj I 0 >0;, W >0
CW + DZ 0 0l

K=2ZW™" ;| y=Vi=|H(s)|x
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