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Critério de Routh-Hurwitz

A BIBO estabilidade de um sistema estd associada aos pélos de sua
matriz de transferéncia. Cada elemento G;;(s) pode ser escrito na
forma

N{(s)
D(s)

funcao racional de s

e se N(s) e D(s) nao possuirem fatores comuns, as raizes de D(s)
sao os pélos de Gy;(s).

Um polinomio ¢ Hurwitz se todas as raizes do polinomio tém parte
real negativa

BIBO-estéavel <= D(s) é Hurwitz

e A BIBO estabilidade pode ser inferida a partir do calculo das raizes
de D(s).

e O calculo das raizes pode ser numericamente dispendioso.

e A localizacao exata das raizes nao € necessaria para se concluir
sobre a BIBO estabilidade.

e O critério de Routh-Hurwitz fornece condicoes para se testar se um

polinomio ¢ ou nao Hurwitz sem o céalculo explicito das raizes.
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Considere o polinomio com coeficientes reais

2

D(s) = aps" +a1s" '+ as" -+ a,_1s+a, , (ag>0)

=ap | [(s +aw) [ [ (s + B + jwi)(s + B; — jwi)

. A A A

= ag H(S + ) H(32 + 205 + @'2 + %2)
k 1

ap, >0, 5;,>0
D(s) Hurwitz — a;>0, i=1,2,...,n
e O inverso no entanto nao ¢ verdadeiro.
§°+ 5  +11s+51 = (s+3)(s—14+j4)(s —1—j4) nao é Hurwitz
Separe D(s) em dois polinémios
D(s) = Do(s) + Di(s)

2

Do(S) = apS" + ass" T+ - ; Dl(S) — alsn_l + CLBS”_?’ 4.

com o grau de Dy(s) = grau de Di(s) + 1. Por exemplo,

D(s) = s* +25° + 65> + 45 + 1
Dy(s) =s*+6s>+1 : Dy(s) =2s" +4s
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Considere a seguinte expansao (expansao de Stieljes)

Dy(s) s*+6s*+1 1 N 1
— = —S
Di(s) 253 + 4s 2 1 1
-5+
8 1
ES‘l—?_
—3
2
1 1 8 7
= = == e— o oy =L
1 9 2 5 3 7 4 9
No caso geral,
D()(S 4 1
= 1S
1
D1(8> oS + 1
a3Ss + 1
S 1
p_1S +
S
Teorema

O polinomio D(s) é Hurwitz se e somente se os n nimeros oy, aso,

..., O, SA0 POositivos.
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Prova

Assuma que todos os «a; sao diferentes de 0 e considere a funcao
racional

(S) é Dl(S) _ Dl(S) _ 1
P 7"D(s) " Dols)+ Di(s) 1+ Dy(s)/Di(s)

A hipétese a; # 0 implica que nao ha fatores comuns entre Dy(s)
e D1(s) e, conseqiientemente, nao ha fatores comuns entre Dq(s) e
D(s) (g(s) ¢ irredutivel).

Uma realizacao de g(s) é dada por

_ . [ 1 1 - - _
jgl 0 &_n 0 A 0 0 0 xl 0
—1 1
$2 a1 Qp—1 . 0 ! T2 0
—1
i 0 0 0 0 0 3 0
—1 1
Tn—-1 0 0 0 - — 0 — Tn—-1 0
a9 (0%)
: -1 -1
| T 0 0 o -~ 0 — — | [ o | _1_
_ a1 ap

y=[000 -~ 00 1]

e O polinomio caracteristico de A ¢ igual ao denominador de g(s).

e O teorema de Lyapunov pode ser utilizado para analisar a estabi-
lidade de # = Ax através da solucao da equacao

AM+MA=—-N
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e A equacao A’M + M A = —N ¢ satisfeita para

a, 0 0 0 00 00
0 ap 0 0 00 00
M = : : . N=— :
0 0 oy 0 0 0 00
0 0 0 o 00 0 2

e Neste caso, N é uma matriz semidefinida positiva e portanto o
resultado do corolario do teorema de Lyapunov pode ser usado.

e O sistema © = Ax é assintoticamente estavel se e somente se
M for definida positiva ou, equivalentemente, se e somente se os
n numeros «q, Qo, ..., &, forem positivos. Portanto, © = Ax é
assintoticamente estavel se e somente se todos os autovalores tem
parte real negativa ou, equivalentemente, se todas as raizes de D(s)
tem parte real negativa.

A obtencao dos coeficientes oy, 2 = 1, ..., n pode ser sistematizada
a partir da tabela de Routh.
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n
, A
Tabela de Routh: assuma que n é par e defina n’ = 3
0.n 0 _n—2 0 2 0
Dy(s) = aps" +a;s" "+ +a, 5+ a,
1. n—1 1 n—3 1
Di(s) =ays" " +a;s" P+ 4 a, S
s | a) | @ |d - a21_1 agl
s Hoay | oat |ay|--clal, — ap = ag/a}
n—-2| 2 2 | 2 2 17,2
s ap | Ay |Gy |- |Gy gy — g = ap/ag
n—-3| 3 3 |3 3
S ay | aj |ay a o
2 | n—2| n—2
s° lay " |af
s |ag — apo1 = ay -/ajg
0 n _ n—=1/_n
s’ | af — a, =ay /aj
k1 ko ko ket k
k2 Gy Qg — Aoy k41 N
a; = o) = Qi = Qh1Giqq 5 Okl = 77
ag Ay

Teorema: O polinémio D(s) é Hurwitz se e somente se os n termos
ah, i =1,2,...,n da primeira coluna da tabela sdo todos positivos
(ou, equivalentemente, se e somente se todos os coeficientes a} da
tabela sdo positivos).
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Exemplos: 1) s*+2s®+6s>+4s+1

1 61
2 4
4 1 Hurwitz
3.5
1

»w »wW »w »w O»
S RN W

2) 35"+ 25425 + st + 353 + 57+ 1.5s + 1
s 3 2 315

22 1 11 nao ¢ Hurwitz
s 0.5 1.5 0
3) 28t +28% + 5%+ 3s5+2 4) 28+ 583 + 552 +2s+ 1
st 2 1 2 st 2 51
8203 nao ¢ Hurwitz s 5 2
s2 =2 sz 21 5 Hurwitz
st 17
s 5
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Tabela de Routh

Aparecendo um 0, pode-se concluir que o polinomio nao ¢ Hurwitz.
Para se concluir que um polinomio ¢ Hurwitz, é preciso completar a
tabela e verificar que todos os coeficientes sao positivos.

O sinal dos numeros da tabela nao é afetado se uma determinada
linha é multiplicada por um numero positivo.

e A tabela de Routh pode também ser utilizada para se determinar
o numero de rafzes no semi-plano complexo direito. Se a} # 0,
1 = 1,2,...,n, entao o numero de raizes no semi-plano direito é
igual ao niimero de mudangas de sinal no conjunto {ag, az, ..., al}.

e Coeficientes 0 na primeira coluna

Suponha a? = 0. Se todos os coeficientes da linha "2 forem zero,
entdao Dy(s) e Di(s) tém pelo menos um fator comum, que é uma
funcao fmpar ou uma funcao par em s, por exemplo, f(s), e D(s)
pode ser fatorado na forma f(s)D(s). Como nem todas as raizes
de uma funcao par ou de uma funcao impar podem ter parte real
negativa, D(s) nao é Hurwitz.

Se, por outro lado, nem todos os coeficientes da linha s" 2 forem
zero, pode-se trocar a3 = 0 por aj = €, € > 0 pequeno, e prosseguir
completando a tabela. Se algum «; for negativo, pelo menos uma
das raizes de D(s) e-modificado tem parte real positiva, e como as
raizes sao funcoes continuas dos coeficientes de um polinomio, quando
e — 0, pelo menos uma das raizes de D(s) tem parte real nula ou
positiva.
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Polinémio p(s) =s"+ ¢, 18" 1+ -+ 15+ ¢
e Peclo menos um autovalor nulo = ¢y = 0

e Um par complexo conjugado com parte real nula

n=2 = c¢6=0; ¢>0

n=3 — c¢y—cco=0 ; ¢ >0

Para n > 3:
p(s) possui um par de raizes nao nulas {s, —s} se e somente se s for
uma raiz comum das duas equacoes

p(s) +p(=s)=0 ; p(s)—p(—s)=0

Substituindo z = s? e rearranjando, pode-se construir dois novos

polinémios, 7. (com os coeficientes pares) e 7, (coeficientes impares).
Para n par:

n—2
re(z) =co+caz+ e+ 0z T 2

n—2

ro(2) =1+ 32 + 2l 44y 2 T

NS

ou, para n impar:
—3 n—1

2 n—o
re(z) =cot ozt gz + -+ 32?2 +epq2 2

n—1
2

9 n—3
ro(z) =c1+e3z 42+ -+ 02 2 +2
Note que
27r.(s?) = p(s) +p(—s) i 2s7(s?) =p(s) — p(—s)

Entao, p(s) possui um par de raizes nao nulas {s, —s} se existir 2
tal que
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Dois polinomios possuem uma raiz comum se possuirem um fator
comum, o que pode ser determinado pela divisao sucessiva de um
polinomio pelo outro (algoritmo Fuclidiano) ou pela matriz de Syl-
vester, construida a partir dos coeficientes dos dois polinomios.

)x(n—1)

Construa a matriz de Sylvester S € R(®~1 Para n par, a

primeira linha é dada por

[Co Co v Cpog 10 -+ 0]
e a n/2-ésima linha por

[61 C3 + - Cpqg 00 «-- 0]
Para n impar, a primeira linha é dada por

[Co Co +r Cpqg 00 «-- 0}
e a (n + 1)/2-ésima linha é dada por

[61 C3 ++r Cpo 10 -+ 0]

As demais linhas sao obtidas pelos deslocamentos a direita dessas,
até completar a matriz quadrada S. det(S) = 0 implica que r, e 7,
téem uma raiz comum.

Teorema O polinomio p(s) possui exatamente um par de raizes
puramente imaginarias se

det(S) =0 e det(Sy) det(Sy) >0

sendo que Sy (remover linhas acima e colunas 1 e 2) e Sy (remover
linhas acima e colunas 1 e 3) sao extraidas da matriz de Sylvester S.
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Estabilidade de Sistemas Variantes no Tempo

Considere um sistema SISO variante no tempo descrito por

u(t) = / g{t, TYu(r)dr

0

Este sistema é BIBO estavel se toda entrada limitada causa uma
saida também limitada.

O sistema acima é BIBO estavel se e somente se existir uma constante
M tal que

t
/ | g(t,7) | dT < M < ¢
to

para todo t, tg com t > .

e Caso multivariavel

A condigao para BIBO estabilidade é que cada elemento de G(t, 7)
satisfaca a relacao acima. Essa condicao pode ser expressa em termos
de normas.
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A condicao necessaria e suficiente para que um sistema multivariavel
seja BIBO estavel é que exista M constante tal que

t
|G(t,7)||dr < M < o0

to

para todo t, ty com t > ty.

Considerando uma descricao por equacoes de estado

T = Alt)r + B(t)u
y = C(t)xr+ D(t)u

tem-se que a matriz resposta ao impulso ¢ dada por
G(t,7)=C{t)®(t, 7)B(T) + D(t)o(t — 1)

e a resposta ao estado inicial nulo é

y(t) = / C(t)®(t, 7)B(T)u(t)dT + D(t)u(t)

to

Assim, a resposta ao estado inicial nulo da equacao dinamica é BIBO
estavel se e somente se existirem constantes M; e M tais que

ID@)]] < My < o0

|C(t)D(t, 7)B(7)||dr < My < o0

to

para todo t, ty com t > ty.
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Estabilidade da Resposta a Entrada Nula
A resposta a entrada nula ou a equacao
T = A(t)x

é marginalmente estavel se toda condicao inicial finita provoca uma
resposta limitada. Como a solucao ¢ governada por

x(t) = O(t, to)x(to)

tem-se que resposta a entrada nula ¢ marginalmente estavel se e
somente se existir uma constante M tal que

[P(t,t0)|| < M < o0
para todo tg e t > t.

A equagao & = A(t)x é assintoticamente estavel se a resposta a toda
condicao inicial finita for limitada e tender a zero quando t — oo,
isto é

(¢, to)]| — 0 para ¢ — oo
e No caso invariante no tempo, & = Ax é assintoticamente estavel se

todos os autovalores de A tém parte real negativa. Isso nao é verdade
no caso variante no tempo.

- | =1 exp(2t)
a:—A(t)x—[O 1 ]:1:
Polindmio caracterfstico: A(A) = (X + 1)?; Autovalores: —1 e —1

| exp(—t) 0.5(exp(t) — exp(—t))
0.0 = % S

O elemento (1,2) cresce indefinidamente (sistema nao é estavel).
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e Todas as propriedades de estabilidade de um sistema invariante no
tempo se preservam sob transformacoes de equivaléncia.

e No caso variante no tempo a BIBO estabilidade se preserva pois a
matriz resposta ao impulso nao se altera com uma transformacao de
equivaléncia.

e Como entretanto é possivel transformar & = A(t)x em ¥ = AT
com Aj constante, a estabilidade marginal e a assintotica nao se
preservam sob qualquer transformacao de equivaléncia.

Teorema

As estabilidades marginal e assintética de # = A(t)z se preservam
sob qualquer transformacao de Lyapunov equivalente.

Como P(t) e P(t) sao continuas, e P(t) é nao singular para todo t,
entdo T = P(t)r ¢ uma transformagao algébrica. Se além disso P(t)
e P71(t) sdo limitadas para todo ¢, T = P(t)x é uma transformacao
de Lyapunov. As matrizes fundamentais de & = A(t)r e ¥ = A(t)x
se relacionam por

e portanto

= P)®(t,7)P (1)

Como P(t) e P71(t) sao limitadas, se ||®(¢, 7)|| ¢ limitada, || (¢, 7)]|
também o é; se || (¢, 7)|| — 0 quando ¢ — 0o, 0 mesmo ocorre com
12, 7).
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e ['m sistemas invariantes no tempo, a estabilidade assintética da
resposta a entrada nula implica na BIBO estabilidade da resposta ao
estado inicial nulo.

e Nao necessariamente € verdade para sistemas variantes no tempo.

A estabilidade assintotica ocorre se

|®(t, 7)|| = 0 quando t — oo

para todo t, ty com t > ty.

A BIBO estabilidade ocorre se

t
/ |C(t)D(t, 7)B(T)||dT < o0
to
para todo t, tg com t > .

e No entanto, uma funcao que tende a zero pode nao ser absoluta-
mente integravel.

e Se ||D(¢, 7)|| tende a zero rapidamente e se B(t) e C(t) sao limita-
das, a estabilidade assintotica implica na BIBO estabilidade.

Profs. Pedro/Ivanil



