IA536A - Teoriade Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP Profs. Pedro/lvanil

Equacoes Diferenciais

e Sistemas lineares invariantes no tempo podem ser descritos por equacoes
diferenciais ordinarias a coeficientes constantes. Em geral, a ordem da equacao
estd associada ao nimero de armazenadores de energia.

Sistema Autbnomo

e Equacdo de Primeira Ordem: X+ 1X=0, T é a constante de tempo

1
Modo préprio: X(t) = Kexp(At); Equagdo caracteristica: A + o= 0

Solugdo: X(t) = KeXp(—%)

e Equacio de Segunda Ordem: X4 20X+ wgx =0

a: coeficiente de amortecimento; Wy: freqiiéncia natural de oscilacao
Dois modos préprios do tipo: X(t) = Kexp(At)

Equacio caracteristica: A+ 20\ + w5 =0

Solucdo: ()\1 =~ }\2)1 X(t) — Klexp()\lt) + KzeXp()\zt);
(A1 =A2=A): X(t) = Kyexp(At) + Kot exp(At)

dif 1721



IA536A - Teoriade Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP Profs. Pedro/lvanil

Sistemas Nao Autdonomos

e Método dos Coeficientes a Determinar (sistema de ordem n)

n

) = Sap(t) + 3 B0
1= J=
) )

transitoria forcada

A solugcdo é uma combinag3o linear dos N modos préprios pi(t) e das m—+1
derivadas linearmente independentes f;(t) da entrada (por definicdo, fo(t) =

f(t)).

Os coeficientes b sdo calculados substituindo-se o termo “for¢ado” na equa-
cdo, e os coeficientes Cj s3o determinados ajustando-se a solucdo as condicoes
Iniciais.

Modos Proprios: Conjunto de nfuncdes linearmente independentes que cons-

tituem uma base para a solucdo da equacao homogénea de um sistema linear
com N armazenadores de energia.
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e Sistematizacéao

1) Calcular os modos préprios (raizes da equagao caracteristica).

2) Substituir a componente forcada na equacao para obter os seus coeficientes.

3) Com as condicdes iniciais, obter os demais coeficientes.
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Exemplo: x+5x=1t+10; x(0) = —10

5A+1=0 —= A=-0.2
X =Kit+k = kit +k+5k; =t+10;k; =1 k=5 = X; =t+5
X(t) = koexp(—0.2t) +t+5;X(0) = —10 = ko = —15

Portanto: X(t) = —15exp(—0.2t) +t+5
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Exemplo: X+ 3x42x=13; x(0) =5, x(0) = —2

M4+3AA+2=0 = A =-1, A\y=-2
X = Kat>+ Kot + kit +k = k3=0.5, kp=—2.25, k;=5.25, k= —5.625
X(t) = a;exp(—t) 4 axexp(—2t) +0.5t> — 2.25t% + 5.25t — 5.625
X(0)=5, x(0)=—-2 = a=14; ay=-3.375
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Funcéo Degrau Unitario u(t)

e Definicdo: Ug(t)

Ug (1)
(0 , t<O
10
U(t) =< (1/e)t , 0<t<ce
: : 1, t>e

ut) = lim ug(t)

e—0t+
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Func&o Impulso Unitario d(t)

e Definicdo: Og(t)

Q¢ (t)
(0 , t<O
1/¢€
d
6£(t)éaug(t) = {1/, 0<t<e
e t 0, t>ce
5(t)
1 A - d
3(t) 2 lim &(1) 3(t) = u(t)
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o0

e Propriedade: / f(t)o(t)dt = f(0) , V f(t) contihuaemt=0

—00

Prova:
| +°°f o(t)dt = i +°°f O:(t)d li 8:Lf d
b
Teorema do Valor Médio: / f(t)dt=f(c)(b—a) , ce(ab)
a
| — | = lim Ef( )(e—0) € (0,¢)
_€—>O+8 y ) y )
a ¢ p
= |lim f(y)=f(0)
e — 0"
y < (0,¢)

f(-) = Fun¢do Continua = f(07) = f(0) = f(0™)
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e Resumo: /+oof(t)6(t)dt ~ 1(0), /+oof(t)6(t—a)dt — f(a)

—00 —00

0 ,
e Corolario: para f(t) =1 O(t)dt = 1= Area Unitaria

—00

e Propriedade: &(t) é uma “fun¢do” par

fazendo { = —t,
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e Entrada em Degrau

E.,.t>0 E

e(t) = Eu(t) =
0 ,t<0

t

Como a fungdo degrau vale zero no intervalo (—,0), e o circuito é dissipativo,
a tensdo no capacitor em t = 0 é nula.

Assim, a resposta a entrada em degrau pode ser estudada a partir da resposta

a uma entrada constante E com condicdes iniciais nulas.
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Método dos coeficientes a determinar

Vf(t):AE , t>0

Vi+TVi=e — AE=E — A=1
t

v(t) = Kexp(—;) +E

v(0)=0, = K=-E,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

dv. E t t

— = —exp(—-)u(t E{l—ex ——}ét

= Zexp(—ult) + E [1- exp(—)] 8t
Dado o carater amostrador do impulso, sé interessa o valor da funcido que o
multiplica em t = 0.

t dv E t
Como E |:1 —dexp(—E)i|E_ O para t — O a — ?exp(—¥)U(t)
V
E — + + = —
mt=0", " (07) -
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e Resposta ao Impulso = h(t): (Entrada e(t) = &(t))
— Condigdes Iniciais Nulas (v(0) = 0)

s d _ _d
o(t) = dtu(t) . h(t) = o | resposta ao degrau |

Pois

Emt=0, {1 —exp (—%)} =0; h()= }exp (—E) u(t)

dif
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Transformada de Laplace

e f(t) fungdo no tempo, nula parat <0

S= 0+ jw: fregiiéncia complexa

Notagdo: F(S) = £[f(1)]

Pode ser aplicada na solucdo de equacdes integro-diferenciais com coeficientes
constantes:

e Torna algébricas as equacdes diferenciais.

e Simplifica o calculo da resposta impulsiva.

Seja V(S) = L|Vv(t)] (v(t) vale zero para t < 0)
e LV(t)]=9V(s)—V(0)
)
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Exemplo: X+2x+2x=0 ; x(0)=5, x(0)=-2

. 5(s+2) —2
25+2)X(s) = (s+2 =
(S +25+2)X(9) = (s+2)x(0)+X(0) = X(9 S 12512 F42512
~25-j25 25+25 j —

FragBes Parciais: X(S) =

s+1—j " S+1+]j +s+1—j+s+l+j
X(t) = (25— j15)exp[(—1+ )t] +(2.5+ j1.5)exp[(—1 — j)t]
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Exemplo (resposta ao impulso): X+2x+2x=29(t) ; X(0)=x(0)=0

1
- P42542
—-j05  jo5
S+1—j) s+1+]

X(t) = —j0.5exp[(—1+ j)t]+ jO.5exp[(—1— )]

(L+25+2)X(s) =1 ; X(9 L X(t) = £ 7HX(s)]

Fragdes Parciais: X(S) =

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05
0
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Expansdo em Fracdes Parciais

Objetivo: facilitar o calculo da Transformada Inversa de Laplace.
N(s)

D(s)

Seja a funcao racional em S descrita por

Caso 1: Grau de N(s) < Grau de D(s)

a) D(S) ndo tem raizes miiltiplas.

s+1 s+1 _§+ B N C
$4+2-6s S(s—2)(s+3) s s—2 s+3
N 1
D(s)ls=0 6
N(s) 3
B=(s—2)—~ .
(S )D(S) S=2 10
N(s) 2
C=(s+3)— > S
S35l 4~ 15

e Alternativamente, é possivel usar identidade polinomial para o calculo das
constantes a determinar.
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b) D(S) com raizes mdltiplas.

s+t1 A B C D
S5—27 s (5=2)  (5-272 (5-2)7
~ N(s) 1 B N(s) -3
A=Digls0~ 8 ¢ P b, 72
_ 9 g NG _ d s+l ) B
C_dsl(s % (S)] S=2 dS[ S ]s:z ls=2 4
pois c?s [A<S;2>3+B(S—Z)Z+C(s—2) +D] , =C
S—
_d? N(s) 2 1
5 @[(8_2)3@] s:2_§s:2 4
pois C?; [A(S; 2)° +B(s—2)*+C(s—2) + D] , =2B
S—
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Caso 2: Grau de N(s) > Grau D(9)
Reduzir ao caso anterior através de Divisao de Polinomios.

(s42)3
(s+1)

D $$+65°+12s+8
= As°+Bs+C+ _ TS T oS
s+1 s+1

$+68+12s+8 /s+1

S+ & 2+ 5547

5s?+12s+ 8
5s%+5s
/s+8
1S+ 7
+1
s+ 2)3 1
SRR ME N

s+1 s+1
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Tabela de Transformadas de Laplace

Profs. Pedro/lvanil

Funcdo no Tempo Transformada
f(u(t) FO2 [ 10ep(-s)d
3(t) 1
3" (t) g’
ut) ; :]—r;u(t) 1/s %
exp(—anu(t) ; - exp(—atu(t) ra ' Tera
cos(at)u(t) ; sin(wt)u(t) - f — 324(:) .
exp(—at) cos(@ult) ; exp(—a)s(EUlt) | s o

Obs. A multiplicagdo de uma fungdo f(t) por u(t) (degrau unitario) indica que

f(t) =0 parat <O.
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Equacao a Diferencas
e Primeira ordem: X(k+1) =px(k) , x(0)=1

X(k):A}\k — A}\k+1:Ap}\k . )\:p

Xx(0)=1 = x(k) =p"
e Segunda ordem: X(K+2)+ 3x(k+1) 4+ 2x(Kk)

I
o
X
~—~
o
~—
|
[T
Das
~—~
[T
~—
|
N

X(K) = AN®  modo préprio
— AN 42)=0 ; AM=—-1, Ap=-2
X(K) = A(—D)5+Ax(=2) ; Ar=4, Ap=-3

X(k) ={1,2,—-8,20,—44,92,...}  seqiiéncia

e Coeficientes a determinar

e [ransformada Z
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