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Descricao Matematica de Sistemas

e Linearizacao

O sistema nao linear acima pode ser aproximado (sob certas condi-
¢oes) por um sistema linear.

Supondo que para certas condicoes iniciais e para uma certa entrada
uo(t), a solucao do sistema é x((t), ou seja

To(t) = h(xo(t), up(t),t)

Para alguns sistemas nao lineares, se a entrada ¢é ligeiramente per-
turbada ug(t) + u(t), a solucdo difere apenas um pouco xo(t) + Z(t)
com Z(t) pequeno para todo t.

o(t) + 2 (t) = h(zo(t) + (L), up(t) +alt), t) =
oh_ Oh_

— h(ajO(t)? UO(t)v t) + %f + %U e

Parah=[hy hy hy] o =[2 2 23] eu=[u u]’

Jacobianos:
8h 8h1/8x1 ah1/8$2 8h1/8:€3
A(t) 2 a— = th/ﬁajl 8h2/8x2 (9h2/8x3
Y| Ohs/Ox1 Ohy)Oxs Ohs/Oxs

oh 6h1/6u1 8h1/8u2
B(t) £ a— = 8h2/8u1 8h2/(9uQ
| Ohy/Our Ohs/Ous
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Sistema Linearizado
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
No caso geral, A e B podem ser fungdes do tempo (computados ao

longo das trajetorias de xg(t) e ug(t)).

A equacao linearizada ¢ obtida desprezando-se as poténcias maiores
de x eu

Procedimento similar pode ser aplicado para y(t) = f(x(t), u(t), t)

e A linearizacao nem sempre se aplica: para alguns sistemas nao
lineares, uma diferenca infinitesimal nas condigoes iniciais pode gerar
solugoes completamente diferentes (hipersensibilidade as condigoes
iniciais, caos).

Exemplo: mola

, Forca

e
}—» rompimento
/\ o/ y Y1

Y2 Y

Comportamento linear para deslocamentos no intervalo [y1, ys]
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Exemplo
y
k
YT\ I S
f
ma = F
d*y . X
m——- = forca aplicada — forca de reacao da mola
dt? N . .
— forca de reagao devido ao atrito
d*y dy
m— =u—ky — f—
dt? v

k : constante da mola

f : coeficiente de atrito viscoso

Descricao Entrada-Saida

o(t)= [ ott—ru(riar o(0) = £ ]

ms*+ fs+k
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Descricao por Variaveis de Estado

Sejam 1 = y (posi¢ao da massa m) e xo = g (velocidade da massa
m) = Estado

[2] - [—ko/m —fl/m: [] ! ll/om]

y=1[10] _”31]

Por exemplo: m =1, f =3, k=2

1
Resposta ao Impulso:  g(t) = £7* [52 135 2]
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Sistema Massa-Mola
U Y2

—= —=

k

k1 ko 3
my J\/W mo
U1 g U2 g

IETLEAENATANREANEAARARRAARRAARRRRRNANRANNAANY

Assumindo que nao ha atrito:

mit = w1 — kiyr — ka(y1 — o)

mala = Ug — ksya — ka(y2 — 1)

Escrevendo de maneira combinada:

3 LT it
0 ma || Yo —ky kot ks | | ¥ Ug

Definindo: z1 = y1, 75 2 11, T3 = y2, T4 = 1 (equacdes de estado):

A /
r = [ Tl To X3 T4 ]
0 1 0 0 0 0
. —(k1+k2)/m1 0 kg/ml 0 1/m1 0
= 0 0 0 1T 0 o
kg/mg 0 —(k3+k2)/m2 0 0 1/m2

afm]_[1000]
Y=l | " loo1o0

U
Ug
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Descricao Entrada Saida:

e Aplicando a Transformada de Laplace (condigoes iniciais nulas):

masYi(s) + kiYi(s) + ka(Yi(s) — Ya(s)) = Ui(s)

mas Ya(s) + ksYa(s) + ka(Ya(s) — Yi(s)) = Ua(s)

Matriz de Transferencia:

m232 + k3 + ko ko Ul(S)

ko m182 + k1 + ks UQ(S)

d(S) =S (m152 + k1 + kg)(m282 + k3 + kg) — k%

e Sc ky =0 == dois sistemas desacoplados (matriz de transfe-
réncia bloco-diagonal).

1 1
Yi(s) = m(ﬁ(s) D Ya(s) = m%(s)

e A matriz de transferencia pode ser obtida elemento a elemento,
fazendo-se inicialmente U;(s) = 0 e depois Us(s) = 0 (principio da
superposicao)
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Exemplo: Carro com Péndulo Invertido

Assume-se que o movimento se da no plano e desprezam-se o atrito e

a massa da haste. O objetivo é manter o pendulo na posicao vertical
(modelo simplificado do lancamento de um foguete espacial).

H,V . forcas horizontal e vertical exercidas pelo carro no pendulo

d2
Massa M M—y+H:u

dt?
d2
Massa m: mﬁ(y +1sin(f)) = H  Horizontal
d2
mg = mﬁ(l cos(f))+V  Vertical

—  H =mij+mlfcost —mlh*sinb

— mg—V = —mlfsinh — mlh?*cos b

Movimento rotacional da massa m:

mi?0 = mglsin@ + Visind — Hl cos 0
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e Sa0 equagoes nao lineares; no entanto, pode-se assumir que 6 e 6

sao pequenos (péndulo na posigao vertical).

snf =6 : cosf=1: 626%60,00—0
H=mij+ml0 ; V=mg
Mij = u — mij — mlé
mi?0 = mgld + mgld — (mij + mlo)l

Re-arranjando:
(M +m)ij+ mlf = u
210 — 290 + i =0
Transformada de Laplace (condigoes iniciais nulas):

(M +m)s*Y (s) + mls*O(s)

Uls)
(21s* — 29)O(s) + s°Y (s) = 0

_ Y0 _ 2s” = 29
Gyu(s) Uls) - s?[(2M + m)ls?* — 2g(M + m)]
Gou(s) = o) - -

U(s) (2M +m)ls?> —2g(M + m)
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Definindo 1 = y, &9 = 9, x5 = 0, 24 = 0

SL’é [ZL’l X9 I3 $4}/

Resolvendo as equacoes para g e 6:

- 2gm 0+ 2

Y= oM +m oM +m-
. 2q(M 1
i g( +m)9_ ’

(2M +m)l (2M +m)l

Equacoes de Estado

01 0 0 0
—2 2
00 "™ L
i 2M +m T 2M +m ”

00 0 1 0

2g(M +m) —1
00 0
i 2M +m)l | | (2M + m)l _

e Livros de analise linear (graduagao e pés): outros modelos

e Enfase do curso: modelos de circuitos elétricos
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Exemplo: circuito elétrico

u(t) CJ_F (%] - - 4 I % Y

Um bipolo (dispositivo contendo 2 terminais condutores) se caracte-
riza pela relacao tensao-corrente.

Resistor, Capacitor e Indutor lineares (convencao de receptor):

: ' ir
c
wl) i T
+
R UR c — ‘¢ L UL
. d d
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Convencao Utilizada: em geral, a convencao de receptor ¢ utilizada
para os bipolos passivos e a de gerador para as fontes.

N6: Um ponto de ligacao entre 2 ou mais bipolos.

e Lei das Correntes ou 14 Lei de Kirchhoff: a soma algébrica das
correntes que saem de um no ¢é nula.

Laco: Qualquer percurso fechado formado por bipolos que nao passe
duas vezes pelo mesmo no.

e Lei das Tensoes ou 2¢ Lei de Kirchhoff: a soma algébrica das tensoes
nos bipolos pertencentes a um laco é nula.

Em um circuito com b bipolos e n noés tem-se:

2b variaveis (tensoes e correntes nos bipolos)
b equacoes de bipolos

n — 1 equacoes de corrente

b— (n— 1) equagoes de tensao.
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Circuito:
(u—v1)/R V2
R + -
S N |
 — ! N i i = Oy
Cior
+ T di
u(t) (1 O I - y=v="~Lo
, u—v ) : : )
e NO N: i ! = Civ1 + Cyte = Ciog + 1

4
e Laco da direita: v = vy + Ld_zzf

Definindo x1 = vy, 19 = v9 € T3 = 7 obtém-se as equacoes de estado:
1 1 1

T1 = ——=T] — T3+ —==U

RC) Ch RC

_ 1 , 1
Xy = T3 ; T3 = —(SU1 — 562)

Cy L

Equacao de saida: y = Lxg = 1 — 9

~1/RC; 0 —1/Cy 1/RC,
i = 0 0 1/Cy |z+| 0 |u
1/L  —1/L 0 0

y=[1-10]=x
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Breve historico: Entrada-Saida x Variaveis de Estado

e Entrada-Saida (anterior a 1960)

- descreve apenas a relacao entrada-saida do sistema;
- aplica-se somente a sistemas relaxados;
- pode ser obtida através de medidas diretas:

- resposta ao impulso;

- resposta em freqiiéncia.

e Varidveis de Estado (posterior a 1960)

inclui a representacao interna do sistema:

aplica-se a sistemas com condicoes iniciais quaisquer;

pode ser de dificil determinacao para sistemas complexos;

essencial no estudo de problemas de Controle Otimo;

solucao facilmente implementada em computador.
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Descricao Matematica de Sistemas Compostos

a) Conexao em paralelo

U1 Y1
S
u Y=yt
(H—
U Y2
2 s,
b) Conexao em cascata
Ui Y2
Sl S?
1= u2
c) Conexao com realimentagao
Uy
u 4+ 1 Y
g S )
Yo U2

52
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Representacao em Variaveis de Estado

S Ctl = A1£U1 + Blul
! y1 = Ciaxy + By

g { To = AQZL’Q + Bouo
’ Yo = Cozo + Erug

B MR EE

X1

y=1C Cz][ ]+(E1+E2)u

X2

b)
=l ) ] )

X1

Yy = [EQCl OQ} [ ] +E2E1u

)
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c)

1| | A — BiYaEyCh —B1Y5C, T
To | ByY1Cy Ay — BoY1EVWCy | | 29

L[ B,
BY.E; |

X1

y=|VC —NEC, | [ ] +Y1Eu

)

Vi (4 BB Y= (T4 BB

Y1, Y5 devem existir V ¢

Representacao na freqiiéncia

Gi(s) «— ST ; Gy(s) «— 5

a) G+ Gy
b) GG,

c) Sejam G1 e G5 matrizes racionais préprias de Sy e de Sy. Entao,
se det(I, + G1G3) # 0 (condigao necessaria para a conexao)

G = Gl(Ip + GQGl)_l = (Iq + G1G2>_1G1

Profs. Pedro/Ivanil



