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Descricao Matematica de Sistemas

u(t) y(t)
- Sistema

y

Sao considerados sistemas tendo entradas e saidas como na figura
acima; assume-se que para uma certa excita¢ao (entrada) uma tinica
resposta (saida) é obtida.

e 1 entrada/1 saida: monovariavel ou SISO
(Single input - single output)

e +1 entrada/+1 saida: multivaridvel ou MIMO
(Multiple input - multiple output)

Uy — = =11

Uz —— )}

up — %yq

W=lur u o] s Y=oy oy

e Sistemas Continuos no Tempo

u=u(t) ; y=uy(t) : fungdes do tempo t €& (—o0,0)
e Sistemas Discretos no Tempo

u=u(k) ; y=y(k) : seqiiéncias k € Z
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Sistema sem Memoria

e Um sistema ¢ instantaneo ou sem memoria se a saida do sistema
y(t1) depende apenas da entrada no instante ¢; (nao depende do que
ocorreu antes de t; nem do que ocorrerd depois).

Exemplo: circuito composto apenas por resistores
Sistema Causal

e Um sistema ¢ causal ou nao antecipativo se a saida do sistema no
instante ¢ depende das entradas passadas e da entrada no instante ¢
(mas nao depende de entradas aplicadas apds o instante t).

Um sistema nao causal pode prever ou antecipar os sinais futuros
(nenhum sistema fisico tem essa capacidade). A causalidade é uma
condicao necessaria para um sistema existir ou ser implementado.

Definicao: O estado z(ty) de um sistema no instante ¢y é a quan-
tidade de informacao em ¢ que junto com wu(t), t > ty determina de
maneira Unica a saida y(t) do sistema para todo t > .

De certa forma, o estado resume a informacao do passado que afeta
as saidas futuras.

Conhecendo o estado z(ty):
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Exemplo
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Conhecendo-se as tensoes nos capacitores x1(tg) e x2(t) e a corrente
no indutor z3(ty), para qualquer entrada u(t) aplicada a partir de %
a saida y(t) é unicamente determinada para t > t.

e [stado do Circuito

x: variavel de estado

Sistema com parametros concentrados (numero finito de varidveis de
estado)

Sistema com parametros distribuidos (numero infinito de variaveis
de estado)
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Sistemas com parametros distribuidos
e Linhas de transmissao

e Sistema atraso unitario

0 1 20 t
Estado: {u(t),tg — 1 <t < ty} (infinitos pontos)
Sistemas Lineares

Para quaisquer dois pares ¢ = 1, 2 de entradas e condicoes iniciais

0
(1), t>1
ui(t)atzto}_)yo !
} — 1 (t) +ya(t), t >ty aditividade

OZSUZ'(tQ)

au;(t),t > to } — ay(t), t >ty ; i=1,2 homogeneidade

051$1<t0) + OéQCBQ(f())

t t), t>1 ica
aruy(t) + asus(t), t >ty } — a1y1(t)+agya(t), t >ty superposicao

Sistema nao linear: a superposicao nao se aplica
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Sistemas Lineares
Se u(t) = 0, t > ty: resposta a entrada nula

Se x(tg) = 0: resposta ao estado nulo

} — Yent. nula(t), t >ty

} 7 Yest. nulo(t), t > 1y

Descricao Entrada-Saida

e assume que antes da aplicacao de qualquer entrada o sistema esta

relaxado ou em repouso

e a saida do sistema é influenciada apenas e unicamente pela entrada

aplicada apos o instante de referéncia

{u; — yi}

Sistemas Lineares: para quaisquer « e u;, ¢ = 1, 2:

{ug +us — 1+t 5 {ow; — ay;}
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Sistemas SISO — Funcao Impulso

e Funcao Pulso

R
| 0 ,t<t
JoA ko VA oa(t—t1) =< 1/A |, i<t <ty +A
\3/ 0 ,t>t+ A
Hoti+A .
5t —t) = iimo oa(t —t1) : fungdo impulso ou Delta de Dirac

e Propriedades

+00 t1+e
/ 5(t—t1)dt:/ S(t—t)dt=1 , Ye>0
— t

00 1—€

—+00

ft)o(t —ty)dt = f(t1) , V f(t) continua em t;
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Sistemas Lineares

Considere g5(t, t;) a saida no instante ¢ do sistema excitado pelo pulso
u(t) = oa(t — t;) aplicado no instante ¢;. Entao

oAt — ti)u(t))A — gs(t, t;)u(t;,)A  (homogeneidade)

Z Sa(t — ti)u(t)A — Z gs(t, t)u(t)A  (aditividade)

Quando A — 0 o puldo da(t — t;) tende ao impulso aplicado em ¢;,
denotado 6(t — ¢;), e a saida correspondente é dada por g(t,¢;)

Resposta ao Impulso

e Sistema Causal <= g¢(t,7) =0parat <T

e Sistema Relaxado em ty <= xz(tg) =0

Sistemas causais e relaxados em t
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Sistema MIMO

(o
=
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[S—
[\
/N
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SN—

’ glp(tv T)
) gQP(t7 T)

gl
Gy, 7) = ga1(t,7) 922(:

~
\]
N——

i gql(tv T) gq?(tv T) T QQP(t7 7_)

Sistema com p entradas e ¢ saidas

gi;(t,7) : resposta no instante ¢ na i-ésima saida devida ao
impulso aplicado no instante 7 na entrada 7

G(-,7) : matriz de resposta ao impulso

Descricao no Espaco de Estados

e Qualquer sistema linear com parametros concentrados pode ser
escrito na forma
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Equacoes Dinamicas Nao Lineares

(t) = h(x(t),u(t),t) Equacao de Estado
y(t) = g(z(t),u(t),t) Equacao de Saida

yqtt) = gg(x1(2), ... ,azn(t); u(t), ... upy(t),t)

x(t): estado ; w(t): controle ; y(t): saida

dh;

Se h;(-) e — sao funcoes continuas paratodoted,j =1,2,...,n, a
Lj

equacao de estados possui solugao tinica para quaisquer x(tg) e u(t),

t >ty dados.

Entrada Saida
{ult),t = to;z(t)} — {x(t);y(t),t = to}

Um par entrada-saida ¢ admissivel se o sistema ¢ capaz de gerar
x(t), y(t), t > to, dados x(tg), u(t), t > .

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP descmatl 10/16

Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

t), t>1t
U(t),tZt()}—)y()j = 40

Para qualquer T'

CE(to—l—T)
ult—="T),t >tg+T

[\ [\

t ~ t+ o ~

} — y(t—=T), t >ty (deslocamento no tempo)

se a entrada ¢ deslocada de «, a saida também sera deslocada de «;
a forma da saida nao se altera.

Descricao Entrada-Saida
g(t,7) =gt +T,7+T) =gt —7,0) = g(t = 7)
Integral de Convolucao

y(t) = /0 g(t — Tu(r)dr = /0 g(T)u(t — 7)dr

g(t): resposta ao impulso aplicado em t = 0

Sistema causal invariante no tempo: g(t) = 0 para t < 0
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Matriz Funcao de Transferéncia

Transformada de Laplace
Y(s) 2 Lly(t) = [ ylt)exp(-st)d
0

e integrais de convolucao sao substituidas por equacoes algébricas

= /OOO (/OOO G(t - T)U(T)dT) exp(—st)dt
/OO /OOO G(t — 1) exp|—s(t — T)]dt)u(T) exp(—s7)dr

/ G(v) exp( sv)dv/ u(7) exp(—s7)dT
0 0

2 G(s)U(s)

G(s): Transformada de Laplace de G(t) (Matriz resposta ao impulso)

e Se p=¢q=1(SISO) — Funcao de Transferéncia
e [ixige que o sistema esteja relaxado em ¢ = 0

e Nem sempre é uma fungao racional em s (apenas fungoes racionais
em s serao estudadas neste curso)

Lot —T)] = exp(—sT)
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Transformada de Laplace

e Propriedades
o LIKf(t)] = KF(s) , K constante

o LIf1(t) £ fo(t)] = Fi(s) = Fo(s)
o [0 F(1)] = sF(s) (0

o Llexp(—at)f(t)] = F(s+a) , a constante

e Alguns Pares f(t) <« F(s)=L[f(t)]

ot) < 1
1 .
u(t) < -, wu(t) fungao degrau
S
K
Ku(t) < — , K constante
s
Ktu(t) < — , K constante
S
w
in(wt)u(t
sin(wt)u(t) < 25
1
exp(—at)u(t) , @ constante

S+ a
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Exemplo: Circuito RLC' série

R L
—— /HN—
]
+
u(t)(£) c—
d1 dy

Com condigoes iniciais nulas (y(0) = y(0) = 0)
LCs®Y (s) + RCsY (s) 4+ Y (s) = U(s)

Y(s) 1
U(s) LCs2+ RCs+1

R=30:; L=1H ; C=05F

Y (s) 2 2 2

Uls) (s+1)(s+2) s+1 (s+2) = Gls)

Resposta ao Impulso:

g(t) =2exp(—t) —2exp(—2t) , t>0
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Para uma entrada qualquer,

y(t) = /0 g(t — Tu(r)dr —|—/ gt —Tu(r)dr , t>tg

/_0 g(t — T)u(r)dr =
2 exp(—t) /_ " exp(r)u(r)dr — 2exp(—2t) /_ " exp(2r)u(r)dr

= 2exp(—t)c; — 2exp(—2t)cs , t >t

Determinacao de ¢y e ¢

y(to) = 2exp(—to)er — 2 exp(—2p)e

y(ty) = —2exp(—tg)c1 + 4exp(—2tg)co

Se y(ty) (tensao no capacitor) e Cy(ty) (corrente no indutor) forem
conhecidas, entao a saida pode ser unicamente determinada para
t >ty mesmo que o sistema nao esteja relaxado em .

{y(to),u(to)} » {c1,co} —  Estado do Circuito em ¢

Note que a informagao (estado) necessaria para determinar unica-
mente a resposta do sistema nao é tnica, e que pode haver redun-
dancia.

O estado nao necessariamente tem interpretacao fisica nem precisa
ser representado por um numero finito de valores.
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Funcoes Racionais em s

N(s): polinomio numerador ;  D(s): polinomio denominador

e (5(s) estritamente prépria
& grau de D(s) > grau de N(s) & G(o0) =0

e (5(s) bipropria
& grau de D(s) = grau de N(s) < G(00) = constante # 0

e (G(s) impropria
& grau de D(s) < grau de N(s) & | G(o0) | = o0

N(s)

. pECéumpélodeG(s):D(S)Se]G(p)]:oo
, _ N(s) _
) zECeumzerodeG(s)—D(S) se | G(z) | =0

Se D(s) e N(s) sdo coprimos (isto ¢, nao possuem fatores comuns
de grau 1 ou maior), todas as raizes de N(s) sdo zeros de G(s) e
todas as raizes de D(s) sao polos de G(s).

o) — (s —21)(s — 22) - (s — zn)
) = o5 —po) (5 — )

Matriz racional G(s)

Prépria: G(oo) constante; Estritamente Propria: G(oco) = 0;
Biprépria: G(s) quadrada, G(s) e G(s)™! préprias.
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Sistema Dinamico Linear Invariante no Tempo

Equacao no Espaco de Estados

t(t) = Ax(t) + Bul(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

p entradas, ¢ saidas e n estados
A (nxn), B(nxp),C(gxn)eD (qgxp)

Transformada de Laplace
X(s) = (s — A)'2(0) + (s — A)"'BU(s)
Y(s) = C(sI — A)'z(0) + C(sI — A)'BU(s) + DU(s)

Dados (0) e U(s), pode-se computar algebricamente X (s) e Y (s).
A transformada inversa de Laplace fornece z(t) e y(t).

Note as duas parcelas da resposta de um sistema linear: resposta ao
estado inicial nulo e resposta a entrada nula.

Se x(0) =0

Y(s) = [C(sI — A)"'B + DJU(s) = G(s)U(s)

e Recomenda-se o uso de Matlab e Simulink para descrever sistemas,
simular (para varias condigoes iniciais e entradas), passar de uma
representacao a outra, etc.
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