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Controlabilidade e Observabilidade: Formas de Jordan
Tz =Jx + Bu

y=Cx
J : matriz na forma de Jordan
Assumindo que J tem os autovalores distintos A\; e Ag
J = diag (J1, J2)
Jy : todos os blocos de Jordan associados com \q
Jo : todos os blocos de Jordan associados com Ao

Por exemplo:

Jy = diag (Ji1, Ji2, J13) 5 Jo = diag (Ja1, Ja2)
bii; : linha de B correspondendo a tltima linha de J;;

cyij : coluna de C correspondendo a primeira coluna de J;;

Teorema

e O sistema é controlavel se e somente se os trés vetores linha {b11, bj12, bj13 }
sao LI e os dois vetores linha {bjo1, b2} s@o LI

e O sistema ¢ observavel se e somente se os trés vetores coluna
{cf11, 12, 13} sao LI e os dois vetores coluna {cya1, croo} sdo LI

Prova: analise do rank de [ sI— A B } nos autovalores de A.
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Exemplo
(A 1 0 0 0 0 0 (000
0\ 0 0 0 0 0 100
00\ 0 0 0 O 010
g=10 0 0 XN 0 0 0|z+|111]u
00 0 0 X 1 0 123
00 0 0 0 X 1 010
00 0 0 0 0 X 111
11 2 0 0 1
y=11 01 2 0 1 1 |=z
|1 0 3 0 0

3 blocos de Jordan associados ao autovalor Ay com ordens: 2, 1 e 1

Linhas de B correspondentes as tltimas linhas dos blocos

(100] ; |010] ; [111] sdo LI

1 bloco de Jordan de ordem 3 associado a A9

Linha de B associada a ultima linha do bloco de Jordan
(11 1] LI (nao nula)

—> sistema controlavel

Observabilidade: colunas associadas a primeira coluna de cada bloco

1 2 0 0
Lf; (1] ;]2 sao LI ; 0 nao é LI
1 2 3 0

— sistema nao observavel
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Sistemas Monovariaveis

e Uma equacao de estado mono-entrada na forma de Jordan é con-
trolavel se e somente se existir apenas um bloco de Jordan associado
a cada autovalor distinto e todo elemento de B correspondente a
ultima linha de cada bloco de Jordan for nao nulo.

e Uma equacao de estado mono-saida na forma de Jordan é obser-
vavel se e somente se existir apenas um bloco de Jordan associado
a cada autovalor distinto e todo elemento de C' correspondente a
primeira coluna de cada bloco de Jordan for nao nulo.

Exemplo

xr +

y=[100 2]z

Dois blocos de Jordan, um de ordem 3 associado ao autovalor 0 e
outro de ordem 1 associado ao —2. O elemento de B correspondente
a ultima linha do primeiro bloco é zero = nao controlavel.

Os dois elementos de C' correspondentes a primeira coluna de cada
um dos blocos sao nao nulos = observavel.
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Sistemas Discretos no Tempo

x(t+1)=Ax(t)+ Bu(t) ; yt)=Cz(t)
Ae R BeR™P C e R

O sistema discreto acima (ou o par (A, B)) é controlavel se para
qualquer condicao inicial z(0) = z( e qualquer estado final x; existir
uma seqiiéncia de entradas de tamanho finito que transfere o sistema
de xy para x;.

Teorema: sao equivalentes
1) (A, B) ¢é controlavel.

2) A matriz n x n

—_

Waeln — 1) = 3 (A" BB'(A)"

3
|

¢ nao-singular.

3) A matriz de controlabilidade €; = | B AB --- A" 'B| (n x

np) tem rank n.
4) A matrizn x (n+p) [ A=A B | tem rank n em todo A.

5) Se todos os autovalores de A tém modulo menor que 1, entao a
solucao unica de

Wy — AWy A' = BB

¢ definida positiva (dgram: Gramiano discreto).

Wa =Y A"BB'(A)"

m=0
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Solucao do sistema em ¢t = n é dada por

x(n) = A"x(0) + Z_: A1 By (m)

m=0

e pode ser escrita

I u(n —1) |
z(n) — A"2(0)=[B AB --- A"'B] “<”5‘ )
I u(0) |

Portanto, para quaisquer x(0) e x(n), existe uma seqiiéncia de en-

trada se e somente se a matriz de controlabilidade tiver rank completo
de linhas.

A matriz Wy.(n — 1) pode ser escrita

B/
I A
Wdc(n—l):[B AB --- An—lB] B'A

B/(A/)n—l

Note que Wy.(m) é sempre semidefinida positiva. Se for nao singular
(ou, equivalentemente, definida positiva), o sistema ¢ controlavel.

O sistema discreto (ou, equivalentemente, o par (A, C')) é observéavel
se para qualquer condigao inicial desconhecida z(0) existir um inteiro
finito ¢; > 0 tal que o conhecimento da seqiiéncia de entrada u(t) e
da seqiiéncia de saida de t = 0 até t; seja suficiente para determinar
de maneira tnica o estado inicial x(0).
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Teorema: sao equivalentes
1) (A, C) é observavel.

2) A matriz n x n

—_

Wo(n — 1) (A)"C'CA™

0

3
|

é nao-singular.

3) A matriz de observabilidade ng x n

C
o,=|
O A1
tem rank n. _ _
4) A matriz (n +q) X n
[ A— I ]
C

tem rank n em todo .

5) Se todos os autovalores de A tém modulo menor que 1, entao a
solucao unica de

Wy — AWy, A= C'C

é definida positiva.

W = f:(A')mO'CAm

m=0
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e Na literatura, existem os conceitos de controlabilidade, controlabi-
lidade para a origem, controlabilidade a partir da origem (atingibili-
dade).

e Caso continuo: exp(At) é nao singular e as trés sao equivalentes

e Caso discreto: sao equivalentes se A for nao singular. Se A for
singular, controlabilidade e atingibilidade sao equivalentes, mas pode
ser possivel levar o estado de qualquer condicao inicial para a origem
sem que o sistema seja controlavel.

Exemplo
010 0
zt+1)=100 1]z + |0]ul)
000 0
Sistema nao controlavel (rank (€4) = 0)

Note que A¥ = 0 para k > 3. Assim,
z(3) = A%2(0) = 0

para qualquer estado inicial x(0) (e o sistema é controldvel para a
origem).
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Equacoes Dinamicas Variantes no Tempo

Considere o sistema dinamico linear n-dimensional

& = At)z(t) + B()u(t)

A equacao de estado é controlavel em ¢, se existir t1 > ty tal que
para qualquer condigao inicial z(tg) = z¢ e qualquer 1, existir uma
entrada que transfere xy para x; no instante .

e No caso invariante no tempo, um sistema ¢é controlavel indepen-
dentemente do ¢ escolhido.

Teorema

O sistema (ou o par (A(t), B(t))) é controlavel em ¢y se e somente
se existir t1 > ty tal que a matriz n x n

41

Wc(to,tl)—/t O(ty, 7)B(T)B (1) (t1, T)dT

0

¢ nao-singular.
d(t, 7) ¢ a matriz de transigao de estados de & = A(t)z.
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Prova: primeiramente, mostra-se que se We(tg, 1) é nao singular,
entao o sistema é controlavel. A solugao em t; é dada por

3]

x(h) = (I)(tl, to)ﬁl?() + / (I)(tl, T)B(T)U(T)dT

o
A entrada

u(t) = —B' ()P (ty, YW to, t1)[P(t1, to)zo — 21]

transfere o estado x(y para x; no instante ¢;. Substituindo,

$(t1) = CD(tl, to)l’o — / 1 q)(tl, T)B(T)B/(T)q)/(tl, T)dT .

to
W (to, t1)[®(t1, to)mo — 1]

= D(ty, to)xo — Welto, )W, (to, t1) [P (t1, to)xo — 1] = 21

e portanto a equacao é controlavel em ¢.

O inverso é mostrado por contradicao. Suponha que o sistema é
controlavel mas W(ty,t1) ¢é singular (ou semidefinida positiva) para
todo t; > ty. Neste caso, existe um vetor n X 1 v nao nulo tal que

i1
oW (b, 1) = / Dby, ) B(r) B ()P (b, 7 vdr

to

11
:/ | B'(7)® (¢, )v||*dr =0

to
implicando B'(17)®'(t1,7)v = 0 ou v'®(¢1,7)B(1) = 0 para todo
T € [to,tﬂ.
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Se o sistema é controlavel, existe uma entrada que transfere o estado
inicial g = (¢, t1)v para x(t;) = 0. Assim,

0= (ty, to)P(tg, t1)v + /t1 O(ty, 7)B(T)u(T)dr

to

Pré-multiplicando por v’ tem-se

3]
0=1"v+ / V' ®(ty, T)B(T)u(t)dr = ||v]|* + 0
t

0

o que contradiz a hipdtese de que v # 0. Assim, se (A(t), B(t))
é controlavel em tg, entdo W, (to,t1) é nao singular para algum t;
finito.

e Condigoes envolvem o conhecimento de (¢, 7)
e Condigoes em termos de A(t) e B(t)

Supondo que A(t) e B(t) sejam (n — 1) vezes continuamente dife-
renciaveis, defina

My(t) = B(t)
d
Mm+1<t) = _A<t)Mm(t) + EMm(t) ;o m= 07 17 y 0 — 1
Assim

O(ts, 1) B(t) = B(ta, t) Mo(t)

para qualquer £5. Usando o fato que

0
E(I)(tg, t) = —®(ty, 1) A1)
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tem-se

9 0 d
57 (2 )B(2)] = = [®(t2, )] B(¢) + O(ta, 1) B(?)

= (I)(tg, t)[—A(t)Mo(t> + %Mg(t)] = (I)(tg, t)Ml(t)

De maneira geral:

m

at—mcb(tg,t)B(t) = O(ty, )M, (t) ; m=0,1,....,n—1

Teorema

Sejam A(t) e B(t) n — 1 vezes continuamente diferenciaveis. O par
(A(t), B(t)) é controlavel em t( se existir ¢; > t( tal que

rank [M()(tl) Ml(tl) T M(n—l)(tl) ] =N

Prova: mostra-se que se o rank é n, entao W, (to,t) é ndo singular
para todo t > t;. Suponha que W,.(to,t) é singular para algum
to > t1. Neste caso, existe um vetor n x 1 nao nulo v tal que

122

oW (b, )0 = / VDb, 7V B(7) B(r) V' (ty, 7 vdr

)

t9
:/ HB(T)/CD/(tQ,T)UHQdT =0

to
implicando B(7)'®'(ty, 7)v = 0 ou v'®(ty, 7)B(7) = 0 para todo
T € [to, t2]. Diferenciando em relagao a 7 tem-se

V' ®(ty, T) M, (7) = 0
param =0,1,2,...,n—1etodo 7 € [ty, o] (em particular, em ¢1).
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Rearranjando, a equacao anterior pode ser escrita
U/q)(tg, 7') [ Mo(tﬁ M1<t1) s M(n—l)(tl) ] =0

Como ®(ty, 7) ¢ nao singular, v'®(ty, 7) ¢é diferente de zero e isso
contradiz a condicao do teorema. Assim, a condicao do teorema
garante que W.(to,t2) € ndo singular para todo to > t; e portanto
(A(t), B(t)) é controlavel em t.

e Note que o teorema expressa uma condicao suficiente para o sistema
ser controlavel.

Exemplo
t 10
r=10t 0 f(x+|1|u
00 ¢
P —1
My(t) = L Mq(t) = —A(H) Mo(t) + %Mo(t) = —g
—t
P 2t
My(t) = —A(t)M;(t) + EMl(t) = | t* -1
th— 2ot
0 —1| 2t
p ([ Mo(t) | My(t) | Ma(t) ]) =p | | 1] —t|*—1 =3, Vt
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e Observabilidade
Teorema

O sistema (ou o par (A(t), C(t))) ¢ observavel em t( se e somente se
existir t; > t; tal que a matriz n x n

51

W (to, 1) = /t B(r.19) C'()C(r)D(r, to)dr

0

¢ nao-singular.

O(t, 7) é a matriz de transigao de estados de & = A(t)z.

Teorema

Sejam A(t) e C'(t) n — 1 vezes continuamente diferenciaveis. O par
(A(t), C(t)) é observavel em t( se existir t; > t, tal que

No(t1)
Ni(t1)

rank . =n

sendo Ny = C(t) e

Npt1(t) = Np(H)A(t) + =Np(t) 5 m=0,1,...,n—1
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