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Controlabilidade e Observabilidade
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e A tensao no capacitor Cy nao pode ser controlada pela entrada w;
e A tensao no capacitor C; pode ser controlada pela entrada w;
e A tensao no capacitor Cy pode ser observada pela saida y;

e A tensao no capacitor C nao pode ser observada pela saida v.
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Considere a equacao dinamica de dimensao n e p entradas

= Ax + Bu
com A e R"™" e B € R"7,
e A equacao de saida nao influencia a controlabilidade

A equacgao de estado acima ou o par (A, B) é controlavel se para
qualquer estado inicial x(0) = xg e para qualquer estado final z,
existir uma entrada u(t) que transfere o estado de x(y para z; em
tempo finito.

e A definicao requer apenas que se possa mover qualquer estado
inicial no espaco de estados para qualquer estado final em tempo
finito. Nao ha restricoes quanto a trajetoria a ser seguida nem quanto
a magnitude da entrada.

Exemplo:

A variavel de estado x ¢ a tensdo no capacitor. Se x(0) = 0, entao
x(t) = 0, para todo t > 0 independentemente da entrada u que for
aplicada, e o sistema nao é controlavel.
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Exemplo:
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e O circuito acima tem duas variaveis de estado, x; e xo. Atra-
vés da entrada u(t), pode-se levar x1(t) ou z5(t) a qualquer estado
arbitrario.

e No entanto, nao ¢ possivel levar 1 e xo a qualquer estado. Por
exemplo, se £1(0) e x2(0) sao iguais, independentemente da entrada
u que for aplicada tem-se z1(t) = x5(t) para todo t > 0.

e O circuito é nao controlavel.

Exemplo
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e Controlavel ou nao controlavel?
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Teorema: as afirmacoes abaixo sao equivalentes.
1) O par (A, B) é controlavel.

2) A matriz n X n

t
W.(t) é/o exp(AT)BB' exp(A'T)dr =

_ / ' xplA(t — BB explA(t — 1)|dr
é nao-singular V ¢ > 0. 0
3) A matriz de controlabilidade n x np
¢=[B|AB|A’B|---|A"'B]
tem rank n (rank completo de linhas).

4) Para todo A autovalor de A (e conseqiientemente, para todo A €
C), a matriz complexa n X (n + p)

[ M- A|B]

tem rank n (rank completo de linhas), implicando que (sI — A) e B
sao coprimas a esquerda.

5) Se todos os autovalores de A tém parte real negativa, a solugao
unica de

AW, +W.A' = —BB’

é definida positiva. Essa solucao é chamada de Gramiano de con-
trolabilidade e pode ser expressa como

WC:/ exp(AT)BB' exp(A'T)dr
0
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Prova

1) & 2). Primeiramente a equivaléncia entre as duas formas inte-
grais que aparecem em 2) pode ser provada fazendo-se a mudanca
de variavel a = t — 7. O integrando garante que a matriz W.(t) é
sempre semidefinida positiva; serd definida positiva se e somente se
for nao singular.

e Se W, (t) for nao singular, entao (A, B) é controlavel.

A resposta no instante ¢, é dada por

x(t1) = exp(Aty)z(0) + /0 1 expl|A(ty — 7)|Bu(T)dr

Para qualquer z(0) = z( e qualquer x(t;) = x1, a entrada

u(t) = —B exp[A'(t, — t)]W. (t1)[exp(Aty)xg — 1]

leva o estado de xg a x1 no tempo t1. De fato, substituindo
51
(t1) = exp(At1)z(0) — ( / explA(t: — 7] B -
0
B exp|A'(t; — T)]df) WLt exp(At))zg — 71] =

= exp(Atl):U(O) — Wc(tl)WC_l(tl)[eXp(Atl)ZlS'o — 5131] =T

o que mostra que se W, é nao singular entao (A, B) é controlavel.
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e Para mostrar o inverso, supoe-se por absurdo que o par é controlavel
mas W,(t1) nao é definida positiva para algum ¢;. Nesse caso, existe
v # 0 tal que

t1
VW, (t)v = / v exp[A(t; — 7)|BB exp[A'(t; — 7)|vdT
0

5]
= / | B exp[A'(t; — 7)]v||*dT =0
0

— B'exp[A'(t; —7)[v=0 ou v exp[A(t; —7)|B=0

para todo 7 € [0, t1]. Por outro lado, se o sistema é controldvel, existe
uma entrada que transfere o estado inicial de x(0) = exp(—Atq)v
para x(t;) = 0. Utilizando a expressao geral de z(t) para esse caso
tem-se

t1
z(t)) =0=v+ / expl|A(ty — 7)|Bu(T)dr
0
Pré-multiplicando por v’
11
0=7vv+ / v exp[A(t, — 7)|Bu(r)dr = [[v]|* + 0
0

o que contradiz a hipétese v # 0. A equivaléncia entre 1) e 2) esta
estabelecida.

2) < 3). Como todo elemento de exp(At)B ¢ uma funcao analitica
em t, se W.(t) for ndo singular para algum t entdo ¢ nao singular
para todo t. Como as duas formas integrais em 2) sdo equivalentes,
W.(t) é nao singular se e somente se nao existe v # 0 tal que

v exp(At)B =0 para todo t
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e Se W.(t) é nao singular, entdo a matriz de controlabilidade € tem
rank completo de linhas.

Supondo que € nao tem rank completo, existe v # 0 tal que
V'€ =0
ou equivalentemente

VA*B =0 para k=0,1,2,...,n—1

Note que exp(At)B pode ser expressa como uma combinagao linear
de {B,AB, ..., A" 1B} e portanto v' exp(At)B = 0, o que contra-
diz a hipdtese da nao singularidade de W,(t). Portanto 2) implica
3).

e Para mostrar o inverso, supoe-se que € tem rank completo de linhas
mas W,(t) é singular. Nesse caso, existe v # 0 tal que

v exp(At)B =0 para todo t

Escolhendo ¢ = 0, tem-se v'B = 0. Diferenciando e novamente
calculando em ¢t = 0, tem-se v’ AB = 0; fazendo essa operacao suces-
sivamente, obtém-se v/ A*B = 0 para k =0,1,2,... ou

V' [B|AB|A?B|---| A" !B ] =v'€ =0

o que contradiz a hipdtese de que € tem rank completo de linhas e
mostra a equivaléncia entre 2) e 3).
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3) & 4).

e Se ¢ tem rank completo de linhas, entao [ AN —A ‘ B } tem rank
completo de linhas para todo A autovalor de A. Se nao, existe um
autovalor Ay de A e um vetor g # 0 tais que

g[MI-A|B]=0

e portanto gA = A1q e ¢B = 0 (implicando que ¢ é um autovetor a
esquerda de A). Calculando

gA® = (¢A)A = (Mg)A = Mg
e assim sucessivamente, obtém-se gA* = Mg, e portanto
¢[B AB -+ A"'B|=[¢B AgB --- \[7'¢B| =0

o que contradiz a hipdtese de que € tem rank completo de linhas,

e p(C) <n=p [ M- A ‘ B ] < n para algum A autovalor de A.
Dois resultados sao necessarios:

e A controlabilidade é invariante sob qualquer transformacao de equi-
valencia;

e Sc p(€) = n —m para algum m > 1, entdo existe uma matriz P
nao singular tal que

_ A, A _ B
— —1 = ¢ _12 : = = ¢
A=PAP —[0 Ac] - B=PB [O]
com Az € R™™.
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Seja A\ um autovalor de A; associado a q; € RY™™ autovetor a
esquerda, ou seja, g1 Az = A\1qy. Portanto, ¢i(Az — \I) = 0.

Formando o vetor ¢ € R ¢ £ [ 0 ¢ ], tem-se

)\11 — AC —12112

q[)\ll—fl’B}:[O ¢ | 0 M- A

o que implica
p[AI—A‘B}<n — p[AI—A‘B}<n

para algum autovalor de A (note que para qualquer outro valor de
A, a matriz A\I — A ¢é nao singular).
Com isso, a equivaléncia 3) < 4) estd provada.

2) & 5).
e Se A ¢ estavel, a unica solucao de
AW, +W.A"'= —BB’

pode ser expressa como

WC:/ exp(AT)BB' exp(A'T)dr
0

O Gramiano W, é sempre semidefinido positivo, e sera definido po-
sitivo se e somente se for nao singular.
[sto prova a equivaléncia 2) < 5).
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Exemplo

Considere o problema do carro com o pendulo invertido, descrito
(para pequenas variagoes em torno do ponto de equilibrio e para
valores escolhidos dos parametros) por

01 0 0 0
. 00 —120 - 1 .
{00 0 1 0
00 5 0 —2
y=11000]=x
A matriz de controlabilidade é dada por
(0 1 0 2 |
1 0 2 0
_ 2 3 _
QI—[BABABAB}— 0 -9 0 —10
-2 0 =10 0

rank (€) =4 = Sistema controlavel

e No Matlab, o comando ctrb retorna a matriz de controlabilidade
¢ e o comando gram retorna o Gramiano de controlabilidade. Com
o comando rank pode-se determinar se um sistema é controlavel ou
nao.
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Exemplo

U U
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kixi+ bz =u koxo + boxy = u

= e L e

21(0) = 219 , 2(0) = 299

—ky/b]

—kg/b%]) =n=2 se /ﬁbg#kgbl

p([81a8) o (] ),

Por exemplo, o sistema nao ¢ controlavel se k1 = ky e by = by

e Considere k1 = ky = 1, by = 2 e by = 1. Dados x1(0) = 10,
r9(0) = —1, encontre u(t) que leva a plataforma para a posigao de
repouso em 2 segundos.
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e Calculando TW,(2)
WC(Z)—/OZ [exp(—o().57') eXp?_ﬂ] loﬂ 05 1] -

[ exp(—oo.ﬁw) exp?_T) ] .

0.2162 0.3167
(2) =
W2 [0.3167 0.4908]

exp[—0.5(2 — t)] 0
w(t)=—-105 1] [ P 0 eXp[_(z—t)]]

uy(t) = —58.82exp(0.5t) + 27.96 exp(t) , t € [0,2]

W) |

e 11 (1) leva a plataforma da posi¢ao inicial ao repouso em 2 segundos;

e 0 esforco de controle aumenta com a diminuicao do tempo de trans-
ferencia;

e se alguma restricao for imposta sobre u, entao pode nao ser possivel
transferir o sistema num intervalo de tempo arbitrariamente pequeno.

Para levar em 4 segundos:

uo(t) = —3.81 exp(0.5¢) + 0.688 exp(t) , t € [0,4]
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Fazendo a simulacao (comando 1sim no Matlab)

Esforgo de controle [0, 2]

60

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tempo (s)
Evolucao de 7 (continuo) e zy (tracejado)
10 T T T T T T T T T
sk i
0 -
N 7
7
-5+ R e B
-10+ S & s ¢ _
-15+ \\\\\\ ///// -
-20 Il Il Il Il - ‘lﬁ - ’_‘1 - 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tempo (s)
Esforgo de controle [0, 4]
10 T T T
sk i
0 - —
_5 - -
-10 Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
tempo (s)
Evolugao de z; (continuo) e x5 (tracejado)
10 T T T T T T T
5 - —
oL
~ < _ _ -
-5 I | el P
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
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Comparando os esforcos de controle

Esforgo de controle uj (continuo) e up4 (tracejado)

e A entrada u(t) dada

u(t) = —B exp[A'(t; — t)]W. (t))[exp(Aty)xg — 1]

¢ chamada de controle de minima energia pois para qualquer
outro u(t) que realiza a mesma tarefa tem-se

/0 @ (t)at)dt > /0 o (tult)dt
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Indices de Controlabilidade

Considere A € R"" e B € R"*? com B de rank completo de colunas

(se nao for o caso, alguma coluna redundante pode ser eliminada).

Se (A, B) for controlavel, a matriz de controlabilidade € tem rank
n e, conseqiientemente, n colunas linearmente independentes (de um
total de np colunas).

Seja b; a 1-¢sima coluna de B, e portanto

¢=[b1 bp\Abl Abp\---\A”—lbl A”—lbp}

Note que se A'b,, depende das colunas & esquerda em €, entao A“H1b,,
também depende. Portanto, se uma coluna associada a b,, torna-se
linearmente dependente, todas as demais também o serao.

Seja (4, 0 numero de colunas linearmente independentes associadas
a b, em €. Ou seja, as colunas

by . Aby, ., ..., AmTlp
sao LI e Amtip 4 =0,1,2,...sa0 LD. Assim, se ¢ tem rank n,
P+ o+ Uy =N
{11, pa, . ., 1} sdo chamados indices de controlabilidade e

o= max {1, fo, .. ., fp}
¢ o indice de controlabilidade de (A, B).
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Equivalentemente, se (A, B) é controlavel, o indice de controlabili-
dade p ¢ o menor inteiro tal que

p(€,)=p(|B AB --- A" 'B|)=n

e Célculo de um intervalo para

Se todos os indices de controlabilidade sao iguais (p; = g = -+ - =
ty), n/p < . Se todos, exceto um, sdo iguaisa 1, p=n — (p — 1)
(maior valor possivel).

Seja n o grau do polinomio minimo de A. Entao, por definicao,
existem c«; tais que

A" = o AT 4 ap A2 ]
e A" B pode ser escrito como combinacao linear de { B, AB, ..., A" !B}

Como conclusao

n/p < p<min (n,n —p+1) p=rank (B)

Como o grau do polinomio minimo em geral nao é conhecido, e o rank
de B pode ser computado facilmente, usa-se o corolario a seguir.

Corolario:

O par (A, B) com A € R"*" e p(B) = p é controlavel se e somente
se a matriz

i 2[B AB - AVTB]
tiver rank n.
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Exemplo

Considere o modelo (parcial) de satélite cujas equagoes linearizadas
sao dadas por

01 00 00
13 0 02 10
1o o o1 oo™
0 —200 01
(1000
y_[()()lO]x

Matriz de controlabilidade € € R™ ™ & 4 x 8.

Usando o resultado do corolario anterior, pode-se verificar a contro-
labilidade através do rank da matriz

(B AB A’B] =

o O~ O
_ O O O
o O

Rank =4 = controlavel
Indices de controlabilidade: 1 =2, g =2
Indice de controlabilidade do par (A4, B): p =2
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Teorema

A controlabilidade é invariante sob qualquer transformacao de equi-
valencia.

Prova: considere o par (A, B) e a matriz de controlabilidade
¢=|B AB A*B --- A"'B|

O par equivalente (A, B) com A = PAP ' e B = PB e P uma
matriz nao singular qualquer possui a matriz de controlabilidade

¢=|B AB A?B --- A"'B|
— [ PB PAP'PB -.- PA"'P 'PB]

=P|B AB A*B --- A"'B|=P¢
Como P é nao singular, p(€) = p(€).
Teorema

O conjunto de indices de controlabilidade do par (A, B) é invari-
ante sob qualquer transformacao de equivaléncia e para qualquer
re-ordenamento das colunas de B.

Prova: Do teorema anterior, definindo
¢ = [B AB A’B ... Ak_lB]

tem-se p(€;) = p(€;) para k = 1,2,.... Qualquer re-arranjamento
das colunas pode ser definido como B = BM com M € RP*P uma
matriz nao singular de permutacao. Assim,

¢ 2[B AB --- A¥'B] = ¢ diag (M, ..., M)
Como diag (M, ..., M) é ndo singular, p(&;,) = p(€}).
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