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Funcoes de Matriz Quadrada

Matrizes quadradas A € R™ " estao associadas a transformacoes
lineares f : R" — R"

Defina
A'=T1: AF=AA- . A (kvezws) ; keZ

Funcoes Polinomiais

Seja f(A) um polinomio em A de grau finito. Por exemplo,

) =X4+50+6=A+2)(\+3)

Uma funcao f(A) ¢ definida como

f(A) & A* 4+ 54+ 61 = (A +2I)(A + 3I)

Em particular, se A assume a forma bloco diagonal

A0
A_lo A2]

com A; e Ay matrizes quadradas de qualquer ordem, tem-se

o4 5] - 8,
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Como é sempre possivel escrever A = QAQ ™! (A é a representacao
de A na Forma Canonica de Jordan)

F(A) = FIRQAQ™) = (QAQ™H(QAQ™) +5(QAQ ™) +6(QQ ™)

:Q[A2+5A+61 Q!

=Qf(A)Q™!
ou f(A) = Q7' f(A)Q.

O polinémio minimo de A ¢é definido como o polinémio monico
(maior coeficiente igual a 1) ¢(A) de menor grau tal que ¢(A) = 0.

Portanto, f(A) = 0 se e somente se f(A) = 0 (matrizes similares
tém o mesmo polinémio minimo).

O polinomio minimo de uma matriz na forma de Jordan pode ser
obtido por inspecao.

Se \; é um autovalor de A com multiplicidade n;, o polinomio carac-
teristico de A é dado por

A(N) = det(AL— A) = TT(A — A"

?
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Supondo que a forma de Jordan de A é conhecida, define-se como o
indice de \; a maior ordem de todos os blocos de Jordan associados
a A; (denotado n;).

Por exemplo, A\; tem multiplicidade 4 nas quatro matrizes abaixo:

M O 0 0 M 1L 0O 0
) 0 M 0 0| 0N 0 O
A1_00A10 ’A2_00A10
0 0 0 M\ 0 0 0 )\
(AN 1 0 0 (AN 1 0 0
A 0N 1 0] 0 N\ 1
AS_OOAlo ’A4_OO)\11
0 0 0 M\ 0 0 0 M\

—> os indices do autovalor A1 sao, respectivamente, 1, 2, 3 e 4.

Usando os indices n; de todos os autovalores A;, o polinomio minimo
pode ser expresso da seguinte forma:

p(A) =[x =)™

i
com grau n = »_ n; < Y n; =n = dimensao de A.

Nas matrizes acima, os polinomios minimos sao:
d1=(A=A) 5 da=0A= ) d3=(0A=M)" 5 ds=(A-N)
O polindmio caracterfstico é sempre A(X) = (A — Ay)?
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Portanto, o polinomio minimo é um fator do polinomio caracteristico
(se os autovalores sao todos distintos, os dois polinomios sao iguais).

Considere por exemplo a forma de Jordan dada por

(A 10 0]
. 0X10
A_00A1
000 A
Note que
(0100 (00 10]
» 0010 . , 0001
A=A =1 g001] #F WA =15000
0000 0000
(000 1]
(A= \I)? = 8888 (A= XDF =0 parak >4
0000

Portanto, ¢(A) = 0 e nenhum outro polinomio de grau menor verifica
a condicao.
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Teorema de Cayley-Hamilton

Seja A(A) = det(A\I — A) = N+ N T+ -+ a1 A+, 0
polinomio caracteristico de A. Entao,

AA) =A"+a A '+ +a,_ 1 A+a,I1=0

isto €, toda matriz A € R"*" satisfaz sua equacao caracteristica.

Como n; > n;, o polinomio caracteristico contém o polinomio mi-
nimo como um fator, ou seja, para algum polinomio A(\)

Pelo Teorema, A" pode ser escrito como uma combinacao linear de

(LA, A1)

De fato, multiplicando-se A(A) = 0 por A tem-se que A" pode
ser escrito como combinacao linear de {A, A%..., A"}, que por sua
vez pode se escrever como combinacao linear de {I, A, ..., A" 1} e
assim sucessivamente.

Para qualquer polinomio f(A), independentemente do grau, e valores
apropriados de (3;, f(A) pode ser expresso na forma

f(A):6():[4—61144_...4_6”_11471—1

Na verdade, se o polinomio minimo (grau n) de A é conhecido, A
) )
pode ser expressa como combinacao linear de {I, 4,..., A" 1},
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Expressando um polinomio qualquer f(\) na forma

F) = aAAN) + h(A)

q(\): quociente da divisdo por A(A)

h(\): resto da divisdo (grau menor que n)

f(A) = q(A)A(A) + h(A) = ¢(A)0 + h(A) = h(A)

Uma alternativa a divisao de polinomios acima ¢ dada a seguir. De-
fina h(\) como

h(N) = B+ BIA+ -+ B A"

Bi,1=0,...,n — 1: incognitas a serem obtidas

Se os n autovalores de A sao distintos, (3; podem ser obtidos direta-
mente das n equacoes

FA) = aN)AMN) + h(X) =h(N) , i=12...,n

Se A tem autovalores com multiplicidade maior do que 1, a expressao
acima tem que ser diferenciada (em relagdo a A) para fornecer novas
equacoes.
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Seja f(\) uma funcao dada e seja A € R™*" com o polinomio carac-
teristico

AN =]Jr=-2)" 5 n= Zn

1=1

Defina o polinomio de grau n — 1 (com n coeficientes a determinar):

h(A) = Bo+ BiA+ -+ Bua A"

Os n coeficientes (3; podem ser obtidos do conjunto de n equacoes
dadas por

s dfN
TN

» d'h(\)

sendo que f(\) : .
A=A dX |,

Neste caso, f(A) = h(A) e diz-se que h(\) éigual a f(A) no espectro
(conjunto dos autovalores) de A.

e Dois polinomios que tenham os mesmos valores no espectro de A
definem a mesma funcao matricial.

e O resultado acima pode ser usado para qualquer fungao f(\) (nao
necessariamente polinomial), definindo-se f(A) = h(A) e computan-
do-se os coeficientes 3;,1=10,...,n — 1.

e Qualquer polinomio A(A) de grau n — 1, com n parametros inde-
pendentes, poderia ser usado.
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12

100 _
o A : A_[Ol

] o AN =det(AL— A) = (A= 1)
g()\) = Qg+ Oél)\
Espectro de A: A =1, f(\) = 3100

f1)=g(1) = 1" =ag+ar |

> — ag=—99; a; = 100

d g(1) — 100(1%) =

_ﬂ) ar? )

AW = f(A) = g(A) = apl + a1 A = [(1) Q(EO]

e Calcule exp(At), isto ¢, se f(A) = exp(At), encontre f(A)

00 —2
A=10
1

1 0 AN =(A=1*A=2) , n=2ny=1
0 3

g A) = ag+ A+ )’ g(A) = agl + a1 A+ apA? = f(A)

F1)=g(1) — explt) = aq -+ ar oo
ff()=g'(1) — texp(t) =+ 20
) — exp(Qt) = o + 201 + 4oy
ag = —2texp(t) +exp(2t) ; a1 = 3texp(t)+ 2exp(t) — 2exp(2t)
ay = exp(2t) — exp(t) — texp(t)

2exp(t) —exp(2t) 0 2exp(t) — 2exp(2t)
f(A) = 0 exp(t) 0
—exp(t) +exp(2t) 0 2exp(2t) — exp(t)
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Exemplo: obtenha a expressao de f (121) para

M1 0 0]
; 0O X 1 0
A pr—
0 0 A 1
0 0 0 N\
O polindmio caracterfstico é dado por A(X) = (A — A;)*. Escolhendo

(de maneira conveniente)
h()\) = Gy + 61()\ — >\1) + 52()\ — )\1)2 + 53()\ — )\1)3
A condigao f(A) =

Go=f(A); b=

h(X) no espectro de A fornece

() f(A)
1!1 - = 2!1 - s

FE )
3!

Assim,

FA) = )T+

(A=MI)+ (A=MI)*+ (A=\I)°

f'(\) f" (M) f<3>(A1) A
1! 2! 3!

Usando as propriedades de (A — AI)

f(A) f()/1! f”()\1)/2! fO(A)/3!
0 f) /1t f()/2!
0 0 fa)  ffw)/1!
o0 0

flA) =

Por exemplo, para f(A) = exp(At)

[ exp(Mt) texp(Mt) 2exp(Ait)/2! 3 exp(Ait)/3! |
Ao 0 exp(Mt)  texp(Mt)  tZexp(At)/2!
exp(Al) = 0 0 exp(Ait) t exp(Ait)
0 0 0 exp(Art)
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Exemplo: considere a matriz (com dois blocos de Jordan)

s
|
o olo o

e Se f(A) = exp(At), entao

exp(At) =

exp(Ait) texp(Ait) t*exp(Ait)/2!

0 exp(Ait)
0 0
0 0
0 0

t exp(A1t)

exp(Ait)

0
0

[ 1 1
(S — )\1) (S — )\1)2 (S — )\1)3
0 1 1
(8 — )\1)
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
exp(Aat) texp(Aat)
0 exp(Aqt)
0 0
0 0
0 0
1 1
(s =X2) (s —1)\2)2
0
(8 — >\2) i
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Teorema de Cayley-Hamilton

Seja A(A) = det(A\I — A) = N+ N T+ -+ a1 A+, 0
polinomio caracteristico de A. Entao,

AA) =A"+ A" '+t a1 A+a,I=0

e Se A é uma matriz diagonalizavel, entao existe uma transformacao
de similaridade dada pela matriz () tal que

A=QAQ™t ; A diagonal
Neste caso,
A? = (QAQTH(QAQ™Y) = QA*Q ™
AP =QNQ , ..., AP =QNQT!
Assim,

A(A) = QA"+ A" P+ A+ o, I]Q 7

e cada termo dentro dos colchetes ¢ uma matriz diagonal cujo ele-
mento (4,7) ¢ dado por

)\? + 051)\?_1 + -+ Ofn_l)\@' + Q, = A()\Z) =0

pois A\; é um autovalor de A.

e O teorema de Cayley-Hamilton fornece uma féormula explicita para
o calculo da matriz inversa

R —

- A" o A" ]
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No caso geral, qualquer matriz A sempre pode ser reduzida a forma

de Jordan
A=0Q 'AQ
e portanto
AA) = QA" + A" P 4 a1 A+, 1)Q 7!

Para mostrar que a matriz dentro dos colchetes vale sempre zero,
note que a forma de Jordan é composta de blocos diagonais A;

A= diag {A1, Ay, ... A} o AF = diag {AF AL, ... AR

Considerando um tipico bloco Ai, ¢ preciso provar que
[A:L + 041121?_1 + - Cl{n_lzzli + Can} =0

Note que os termos abaixo da diagonal principal sao sempre iguais
a zero, e que na diagonal principal um elemento tipico (7,4) é dado
por A()\;) = 0. Na diagonal acima da diagonal principal (verificar),
um termo tipico ¢ dado por

nA T ag(n — DA P4t = —2| =0

e a raiz em questao tem multiplicidade maior do que 1. Se A; é um
bloco de Jordan de tamanho p X p, \; necessariamente é uma raiz de
no minimo ordem p, e assim as derivadas de ordem até p—1 sao todas
iguais a zero em A = \;. As sucessivas diagonais acima possuem
termos que sao multiplos dessas derivadas da equacao caracteristica,
e portanto [A? + A" -+ 0, I =0
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