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Ortonormalizacao

Um vetor z estd normalizado se sua norma Euclidiana ¢ igual a 1,
ou seja, &'z = 1.

Dois vetores x1 e x9 sdo ortogonais se xjxy = xhry = 0.
Um conjunto de vetores {xy, zo, ..., x,} é ortonormal se

0 set=+£7

X, r; = . # ]
I se1 =

Dado um conjunto de vetores LI {x1, xo, ..., x,}, pode-se obter um

conjunto de vetores ortonormais através do procedimento de orto-

normalizacao de Schmidt:

u = 1 @ = ui/[ju]
uy = o — (¢iz2)q G2 = ug/[jusl
n—1
k=1

A primeira equacao apenas normaliza o vetor z;

Na segunda equacao, (qjrs)q1 é a projecao do vetor xy ao longo de
q1, € T2 — (q1x2)q1 € necessariamente ortogonal ao vetor ¢.

Ug f-" "~~~ 77

q2

q1 1 = Uy
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Se um conjunto de vetores uq, us, ..., u, € ortonormal entao

UE[u u - u,| ; UU=I,

Propriedades:
Se y = Ux, entao ny = fo, ou
i=1 i=1
lyll* = |U=|]* = (Ux) (Ux) = 2'U'Vx = 2’z = ||x|”

Em outras palavras, y = Uz ¢ um mapeamento isométrico (a multi-
plicagao por U nao altera a norma)

Sey=Uxey=Uzentao (y,y) = (x, ) (a multiplicagdo por U
nao altera o produto interno) pois

(y,9) = (Uz,Uz) = (Ux)(Uz) = 2'U'Uzx = (x, T)

e também nao altera o angulo Z(y,y) = Z{x, x)

Se U ¢ ortonormal, a transformacao lincar y = Ux preserva a
norma dos vetores ||Uz| = ||x|| e preserva o angulo entre vetores

L(Ux,Uz) = L(z,T)

Exemplos: transformagoes de rotacao ou reflexao de vetores (de fato,
toda matriz ortogonal descreve ou uma rotagao ou uma reflexao).
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e No R?, a transformacio que roda um vetor (sentido anti-hordrio)
de 6 é dada por

y=Ups - U@[cos@ —Slﬂ@]

sinf cosd

T

o A reflexdo de um vetor na reta x, = x; tan (§> é dada por

Y= Ryt R@_[cos& sm@]

sinf) —cos6

I9 -

X1

Y2
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O procedimento de ortonormalizacao pode ser descrito como uma
transformacao linear. Considere a matriz X formada pelos vetores
linearmente independentes {x1, s, ..., Ty}

X:[Cbl To «-- xn}

Deseja-se determinar uma matriz F' tal que
[Q1 qa2 - Qn] éQZXF

A condicao de que os vetores {q1, g2, - - . , ¢, } sejam ortonormais pode
ser escrita na forma

QQ=1 = FRF=1 ;. R2X'X

2

Sistema com n(n + 1)/2 restrigoes e n® incognitas (n(n — 1)/2 ele-

mentos de F' sao arbitréarios)

e Uma solucao particular pode ser obtida pela fatorizacao de Cho-

lesky da matriz R, que produz uma matriz triangular superior L tal
que R = L'L. Assim,

F'RF = F'L'LF = (LF)(LF) =1

e ' = L1 aparece como solucao 6bvia.

e A fatorizacao de Schur aplicada a matriz R produz uma matriz
unitaria V' e uma matriz diagonal €2 composta pelos autovalores de
R tal que R = VQV’, sugerindo como solucao

F = VQ—O.5vI é R—O.5
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A escolha da transformacao F' que ortonormaliza X pode ser di-
tada por algum critério especifico. Por exemplo, o objetivo pode ser
encontrar () solucao do problema

min Tr (X — Q)(X — Q
sujeito a Q'Q =1

que equivale a minimizar a norma (ao quadrado) de x; — ¢;, © =
1,...,n. Com isso, busca-se uma transformacao que tente preservar
0 maximo possivel os vetores originais.

Re-escrevendo em termos de F*:

min Tr (X — XFY(X — XF)
sujeito a F'X'XF =1

Desenvolvendo os termos que compoem a fungao objetivo

min Te(X'X + F'X'XF — F'X'X — X'XF)
sujeito a F'X'XF =1

Substituindo a restricao e lembrando que os termos constantes na
funcao objetivo nao influenciam na solucao F':

min Tr (—F'X'X — X'XF) = max Tr (2X'XF)
sujeitoa F'X'XF =1
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Procedimentos classicos para resolver problemas de otimizacao com
restrigoes podem ser usados.

Note que Tr(M X)) é uma fungao linear dos elementos da matriz X.

Derivadas

Seja X = [x;], X € C™" ¢ F(X) uma fungao escalar (real ou
complexa) de X. Entao

e Algumas derivadas (A e B matrizes complexas):

0 0
—Tr(AXB)=A'B ;. —Tr(AX'B)=BA
a ' v ! I' N1 A/
a—XTr(AXBX) =AX'B +BX'A
8 / / /
—Tr(AXBX')=AXB + AXB
0X
itn«(AX—lB) = (X 'BAXY i1og det(X) = (X))
0X L 0X
mxn d ZAY daij X
Para A(a) € C"" e a € C, d&A = [ . ] Entao
iAB:%B+Ad_B - iA—lz_A—lﬁA—l

do do do ’ da do
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e Escrevendo a fungdo Lagrangeano L (F,A) (A é a variavel dual
simétrica associada a restricao original do problema)

L (F,A) = Tr RX'XF + A(F' X'XF —1)]

As condicoes de estacionariedade sao dadas por

L
6—:2(R+R/\F):2R(I+AF):O
OF

oL B
or = (FX'XF-T)=0

Resolvendo em termos de F' e de A:

F=-AN!' = (-AHX'X(-AH=1 = XX=A°

A funcao objetivo original é dada por
min Tr (—=2X'XF) = max Tr 2X'XF)

e 0 6timo é obtido para F' = (X'X)~".

e Note que a solucio F' = —(X’X )% fornece a mesma base or-
tonormalizada ) (apenas trocando o sinal dos vetores) e pode ser
interpretada como a transformacao F' que maximiza a diferenca en-
tre as normas (ao quadrado) dos vetores de cada base. A solugao
6tima deste problema de otimizacao é a mesma obtida pela decom-
posicao de Schur.
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Exemplo: considere os vetores LI

1 1
r1= 1|11, zo=1|2| , x3= 1 ; [:cl X9 373}%)(
1 3 —1
[terativo: )
w | 1 0.5774
Uy =rr , q1 = = 1 = 0.5774
luall V3 {4 0.5774
—0.7071 ]
/ ) U2
Uy = T3 — (1T2)q1 ; G2 = Ta] = | 0.0000
0.7071
y —0.4082
uz = 23 — (qu23)q2 — (1T3)q1 3 @3 = m = | 0.8165
—0.4082

Usando Cholesky na matriz R = X'X:
1.7321 3.4641 0

— L=chol(R)=| 0 14142 —07071| , I'L=R
0 0 1.2247
[Q, L] = qr(X)
Q=XL"'= [ Uy Uy U3 ] L, Q'Q =1 (decomposigao triangular
ortonormal)

Usando Schur:  [V,Q] = schur(R) , R" =VQ 02V

0.9908 —0.0890 —0.1021
Q= XR % =10.1348 0.5758 0.8064 C Q0 =1
0.0130 0.8127 —0.5825
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Exemplo: considere os vetores LI no plano 1, 9

X=[ar]e] = [;025]

0.32| 0.95
0.95 —0.32

Schmidt: Q) = [Ql‘QQ} — [

Schur: U = [U1’U2} = [0'1_1 ]

U1
)

Profs. Pedro/Ivanil



IA536 - Teoria de Sistemas Lineares - FEEC/UNICAMP algebra2 10/19

Sistema de Equacoes Algébricas Lineares

ai; Qi - Qip 1 U1
a1 QA -+ Q2 X9 Y2 ( A

o . Sl=1" T =1y)
Am1 Am2 - Amp L Ym

Amxn) , z(nx1) , y(mx1l)
a;j,yi € R : dados do sistema; x; € R : incognitas

Tres situagoes: m>n, m=noum <n

e Problema: dados A ey
1. dx: Az =vy?

2. Se existe solucao, qual o nimero de solugoes LI?

Range da matriz A € R™*" ¢é definido como o conjunto de todas
as possivelis combinacoes lineares das colunas de A

R(A) = {y=Az : v cR"} CR"

Rank da matriz A € R™*" é definido como a dimensao do range
de A (ou, equivalentemente, como o nimero de colunas LI em A) e

denotado p(A).

Espaco nulo da matriz A consiste no conjunto de vetores x € R”
tais que Az = 0. A dimensao do espaco nulo é chamada de nulidade
da matriz A e denotada v(A).

NA) 2 {z eR" : Az =0}
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Note que y = Az pode ser escrito

Y = 2101 + ToGo + -+ - + Tpay

e portanto xz; € R, ¢ = 1,...,n sao as ponderacoes das colunas de
A p— [ al a2 o o o an ]

Propriedades

e Para A € R"™*"

v(A) = n— p(A)

rank A

numero de colunas LI de A

numero de linhas LI de A

IA

min (n,m)

o N (A) e R(A) sao espacos lineares; (M (A) é um subespaco do R”
R(A) é um subespago do R™)

e Se v(A) =0, N(A) = {0} e as seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

- o pode ser determinado de maneira tnica de y = Ax
- colunas de A sao LI
- det(A’A) #£0

o Se v(A) =k, Ax = 0 possui k solugdes LI
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Exemplo: Considere a matriz A € R3*® dada por

0112 -1
A=112 34 —1 :[a1a2a3a4a5}
12020 2
] 1 1 2 —1
ACL’le 1 + 9 2 + I3 3 + 24 4 + I —1
| 0 2 0 2

a3 =a1+as ; ag=2as ; a5 =0a3— a4 = a1+ ay— 209 = a1 — a3

1
AQ?:(ZC1+SU3—|—£C5) 1 +($2+$3+2[E4—£E5> 2
2 0

Como ay, as sao LI = p(A) =2

r1+ T3+ 25 =0

Ar =0 <=
Lo+ x3+ 204 — 25 =0

Nimero de Equagbes = p(A) = 2
Numero de Incégnitas = 5
Numero de Graus de Liberdade = 3

Possiveis solucoes LI

—1 0 —1
—1 —2

U1

1 0
0 1
0 0

{vy, v9, v3} formam uma base de N'(A) ; v(A) =3
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Teorema

e Dada uma matriz A € R™" ¢ um vetor y € R™*!, existe uma
solucao = € R™! da equacao

y = Ax

se e somente se y € R(A) ou, equivalentemente,
p(A)=p([ A y])

e Dada uma matriz A, uma solugao x de y = Ax existe para todo y
se e somente se p(A) = m (rank completo de linhas).

Teorema (parametrizagao de todas as solugoes)

e Dada uma matriz A € R™" e um vetor y € R™*!, seja z, uma
solugao x € R™! da equagao y = Az e seja k = n — p(A) = v(A)
a nulidade de A. Se p(A) = n (rank completo de colunas) a solucao
x, ¢ unica. Se k > 0, entao para todo a; € R, 7 =1,...,k o vetor

T =Tp+ ang + aong + -+ qpny
sendo {ny,...,n;} uma base de N'(A) é uma solucao de Az = y.

De fato,

k
A:I:p—i—ZaiAm:Axp+0:y

1=1
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Desigualdade de Sylvester: para A € R?”*" e B € R™*?

p(A) + p(B) = n < p(AB) < min (p(4), p(B))

L -
S B
p(A) .
S TR EEECEE] B SRRt et - 1- REAY
) | R | |- R e fron
p o - S —
N 5 n N(4)
w>@ V()
B A

RP e RY

e domfnio de AB = R(B);
o R(AB) = subespaco de R(A);
* p(AB) < min (p(A), p(B));
p(B)—d : v(A)=n—p(Ad) = d<n-—pA);
 p(AB) = p(A) + p(B) —n

e p(AB)

Se B é uma matriz n X n nao singular

p(A) + p(B) —n = p(A) < p(AB) < min (p(A), n) < p(A)
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Seja A € R™ ", Entao
p(AC) =p(A) ; p(DA) = p(A)
para quaisquer matrizes C' € R"*" e D € R™*™ nao singulares.

e O rank de uma matriz nao se altera ao ser pré ou pés-multiplicada
por uma matriz nao singular.

Seja A € C™*" e A* sua conjugada transposta. Entao,
e p(A)=n <= p(A*A)=n ; det(A*A) #0

e p(A)=m <= p(AA*)=m ; det(AA*")#0
A*Anxn AA* m xm

)

Observe que p(A) = n implica

on<m
e Ao=0 = a=0
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Inversa

Se A € R™" (matriz quadrada), A ¢ invertivel ou nao-singular se
det(A) # 0.

Condicoes equivalentes:

e as colunas de A formam uma base para o R”

e as linhas de A formam uma base para o R”

e a cquacao ¥y = Ax tem uma solucdo tnica x = A~y para todo
y € R". Em particular, a tnica solucao de Az =0éx =0

e AAT=A1T4=1

e N(A) = {0}

e R(A)=R"

o det(A’A) = det(AA") #£ 0

1
 det(A)

Adj (A)
Adj (A): matriz adjunta da matriz A

Adj (A) = [Co (A)]

Co (A): matriz cofatora de A, composta pelos cofatores C; da
matriz A.
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Considere o sistema y = Ax com A € R™*" e m > n (matriz retan-
gular em pé), isto é, o sistema tem mais equagdes do que incognitas
(pode nao ter solugao).

Solucao aproximada: define-se um erro
e=Ar —vy

e busca-se x, que minimiza ||e|| (solugao aproximada de minimos
quadrados de Az = y). A solucao x, gera o ponto no R(A) que
esta mais préximo de y, ou seja, Az, é a projecao de y no R(A).

min ||e||* = min (Az —y)'(Az — y)

Derivando a funcao objetivo (em relagao a z) e igualando a 0
20'A’A —2y/A =0
Assumindo que A tem rank completo (e portanto A’A é invertivel)
T, = (A'A) T Ay
Note que z, ¢ uma funcao linear de y, e , = A~y se A é quadrada.
T, ¢ a solucao exata de y = Ax se y € R(A).
AT = (A’A)~L A" é chamada de pseudo-inversa de A

A projecao de y no R(A) é linear, dada por Az, = A(AA)1A'y e
A(A’A)71A’ é chamada matriz de projecio.

O erro e = Az, —y = [A(A'A) 1A’ — T]y é ortogonal ao R(A):

(e, Ax) = o/ [A(AA)T'A — 1Az =0
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Estimador Minimos Quadrados

Muitos problemas de reconstrucao, inversao ou estimacao podem ser
colocados na forma y = Ax+ A, sendo que x é o vetor a ser estimado
ou reconstruido; y é o vetor de medidas e A é o vetor de ruidos ou
erros de medida.

Problema: encontre a estimativa £ que minimiza a diferenca entre os
valores medidos y e o que deveria ser obtido se A = 0.

Solucao: & = (A’A)~tA'y

Considere o sistema y = Az com A € R™*" e m < n (matriz retan-
gular deitada), isto é, o sistema tem mais variaveis do que equagoes
(varias escolhas de x podem levar ao mesmo ).

Assumindo que A tem rank completo de linhas m, o conjunto de
todas as solucoes tem a forma

{z : Az=y}={z,+2 . ze N(A)}

sendo x, uma solugao particular qualquer. Os vetores z do espaco
nulo de A caracterizam as varias solugoes para o problema (N(A) =
n —m graus de liberdade).

Uma solugao (de minima norma) ¢ dada por z,,, = A'(AA’") 1y (como
A tem rank completo de linhas, AA’ é invertivel). De fato, para
qualquer outra solugao x tem-se A(x — x,,) =0 e

(& = 2) T = (2 — @) A/ (AA") Ty =
=[Alz —2,)/ (AA) Ty =0 = (z—z,) L,

||5’3H2 = H'xm T T — xm||2 = meHQ + ||33 - mmHQ > ||33mH2
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A matriz A'(AA’)~! é chamada de pseudo-inversa de A (rank com-
pleto de linhas). Note que x,, é ortogonal a N'(A) (x,, é a projegao
de 0 no conjunto de solugoes {x : Ax =y}).

O mesmo resultado poderia ser obtido com multiplicadores de La-
grange.

min =’z

sujeito a Ax =y

Introduzindo o multiplicador de Lagrange A e escrevendo o Lagran-
geano

L (z,\) =2z + \N(Ax — y)

As condigoes de otimalidade sao

oL

— =27+ NA=0
o T+

IL ,
oy~ Ar—uf =0

— x=-A\2 . A=-20AA)"y

— z=A(AA) Yy
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