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Espacos Vetoriais ou Espacos Lineares
Consiste de um conjunto X de elementos chamados vetores.
e Operacoes soma vetorial e multiplicacao por escalar.

e Elemento nulo 0 € X

Propriedades:

r+y=y+z, Ve,ye kX (comutativa)
(z+y)+z=x+(y+2), Vr,y,2€ X  (associativa)
O+z=2x, VeekX
VeeX, 3(—z)eX talque x+(—x)=0
(af)r=a(fzx), Va,eR, Ve elX
alr+y)=ar+ay, YVaeR, Vr,ye X
(a+B)x=ar+pPx, Ya,eR, Vel

lr=2, Ve e X
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Exemplos

e Lispaco X = R", com as operacoes de adicao vetorial e multiplica-
cao por escalar definidas de maneira convencional

o V={0}, 0eR"

o Z =span(vy,vs,...,v), v, €ER" i=1... k

span(vy, vg, . .., vg) = {oqvr + -+ a0 o € R}
eW={f: R, —R", f diferenciavel}

(f1+ f2)(t) = f(t) + fa(t)  (soma)

(af)(t) = af(t) (multiplicagdo por escalar)
Note que um elemento em W ¢é uma trajetéria no R”
oV={reW : z=Ax}

Os elementos de V sao trajetorias do R" solugoes do sistema linear

Tz = Ax

e Lispaco dos polinomios em s de grau menor ou igual a n

Um subespaco vetorial é um subconjunto que é também um espaco
vetorial

o X ), Z sao subespacos do R"

e V ¢ um subespaco de W

ez cR?: = [ 1 ] é um subespaco do R?
o¥a|
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e Os parametros considerados neste curso sao niumeros reais (a menos
que seja especificado diferentemente).

Matrizes: A (n xm), B (m xr), C (I xn), D (r x p)
Seja a; a t-¢sima coluna de A e b; a j-¢sima linha de B:

ABI[CLl ag---am} = a1b; + asbs + - - - + a,,by,

CA:C'[al as --- am]z[C’al Cay --- C’am}

by by D
BD = @ D= @P
by by D

a;b;: matriz n por r (vetor n x 1 multiplicado por vetor 1 x r)
bia;: s6 esta definido para n = r (escalar)

e Fispaco real de dimensao n: R"

Cada vetor x € R" é uma enupla de nimeros reais

X1
)

Ln
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Um conjunto de vetores {x1, xo,...,2,}, z; € R" é linearmente
dependente (LD) se e somente se existem escalares oy, ag, . . ., au,
nao todos nulos, tais que

a1 r1 + aoxro + -+ - + apr, =0

Se a igualdade for verdadeira apenas para oy = ap = -+ = a,, = 0,
diz-se entao que o conjunto {x1, s, ..., x,} é linearmente indepen-
dente (LI).

Se um conjunto de vetores {xi,xo,...,x,} é linearmente depen-

dente, existe pelo menos um «; diferente de zero e (por exemplo, se

()41740)

1
T1 = —— [Qoxs + a3x3 - + QT
a1

isto é, um dos vetores (mas nao necessariamente qualquer um) pode
ser escrito como uma combinacao linear dos demais.

Equivalentemente, os vetores sao LI se
1T + oy + - - + apx, = G121 + Poxo + - - + By,

— a1 =01; ag=0r; - ap =0,

Ou ainda, se nenhum vetor x; puder ser expresso como combinacao
linear dos demais.
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O conceito de dependéncia linear depende do tipo (corpo) do escalar
considerado.

Consirede o conjunto das funcoes racionais em s

S 1
s+1' s+2

Nao existem escalares reais a1, ap nao todos nulos tais que

S 1

=0
3+1+&23+2

aq

No entanto, para escalares pertencentes ao corpo das funcgoes racio-
nais em s, a igualdade vale se

A dimensao de um espaco vetorial é o nimero maximo de vetores
LI desse espaco.

e Assim, no R" ha no maximo n verores LI.

e A dimensao de um espaco vetorial pode ser infinita: considere o
espaco das fungoes continuas no intervalo [a,b]. Em particular, as
funcoes t, 2, t3, . . ..

00
ZO&JZ:O — ap=ay=---=0
1=1

Um conjunto de vetores LI do R"™ ¢ uma base se qualquer vetor
x € R” puder ser expresso de forma tinica como uma combinacao
linear destes vetores.
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e FElm um espaco de dimensao n, qualquer conjunto de n vetores LI

forma uma base

e (Quaisquer duas bases de um espaco n-dimensional possuem o

mesmo numero de elementos.

Se {q1,q2, - - ., ¢n} forma uma base para o R", entdo qualquer vetor
x € R" pode ser escrito de maneira tinica como

r = o1q1 + g + - - - + apqn

Definindo a matriz quadrada @ (n x n)

Qé[éh q2 - Qn]

ap
Qa2
x=Q = Qu
Oy
A I, ~
a = [ a1 Qo e } é a representagao de x na base {q1, g2, . . . , Gn }-

A qualquer vetor x € R", pode-se associar a base ortonormal

(1] 0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0 0

€1 = . y €9 = . , €3 = . yeeyEp—1 = . y En = :
0 0 0 1 0

0 0 0 1
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Um vetor « na base ortonormal {eq, es,...,¢e,} se escreve
| X1
) X9
r=| " | =xie1 + 2080+ -+ 106, =1,
In ‘/'CTL

—> se confunde com sua representacao.

Exemplo: Considere o conjunto dos polinomios de grau menor do

que 4.
Base: e; = 5% ey =5% e3 =15, €4 =1
Se = 5% + 45 — 45 + 10, entao

x:[el €2 €3 64]

[ 1 4 —4 10 ]/ ¢ a representacao de x na base escolhida.
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Mudanca de Base

Se (3 e 3 sao as representacoes de um vetor x € R” em relacao as

bases {e1,€9,...,e,} e {€1,€,...,€,}, entao
x:[el 62 o o o 6”]B:[é1 é2 o o o én]ﬁ
— representar e; em termos de {é1, és, ..., €,} ou vice-versa.
Pii
- D2i ~ _ _ .
Seja p; = _ a representacao de e; na base {€1, és,...,€,}:
Pni
P1i
_ _ P2i
e = e e e | |
Pni

Usando notacao matricial

€1 e2 -~ ey | =[Ep Ep, -+ Ep, |
= [p1 p2 - Pn]

P11 P12 - DPin
_ } P21 P22 - Do

_pnl Pn2 - Dnn

é[él ey - én]P
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T = [él gy - én]Pﬁ: [él gy - én]B
Como a representacao ¢ unica: B =P3
Analogamente, representando €; na base {e1, es, ..., e,}, obtém-se
8=Q0

— conhecida a representacao de um vetor numa base, a representa-
cao em outra base pode ser automaticamente determinada:

B=P3=PrQs , 3
PQ=1 — P=Q"'

Exemplo: polinomios de grau menor do que 4.

3 2

Base: 61 =8 —s;69=8"—s;é3=5—1,e54=1
Se = 5% + 45 — 45 + 10, entao

x=|€ & € éy]

11
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Transformacao Linear

Uma funcao f : A — )Y é um operador linear se

f(ozlxl + 0421’2) = @1f(l’1) + Ckgf(d?g)

para quaisquer escalares aq, g e 1,19 € X.

y=f(zr) ; x € X (dominio), y € Y (range)
e Exemplo: seja g uma funcao continua sobre [0, T]. A transformagao

u(t) = / g{t — T)a(r)dr

é linear, levando do espaco das fungoes continuas no intervalo [0, 7]
para 0 mesmo espaco.

Teorema: Sejam X e ) espacos lineares de dimensao n e m, res-

pectivamente. Sejam {1, To,...,x,} vetores LI de X. Entao, o
operador linear L : X — ) é unicamente determinado pelos n
pares y; = L(x;), i = 1,2,...,n. Além disso, com relagao a base

{x1,29,...,2,} de X e a base {uy,us,...,u,} de Y, L pode ser
representado por uma matriz A m X n. A i-ésima coluna de A ¢é a
representacao de y; na base {uy, ug, ..., Up}.

Prova: Como L ¢ linear,

L(z) = L(aqzy + oz + - - - + iy

= a1 L(x1) + aL(w2) + - - - + o, L(xy,) = auyn + aoyp + -+ - + anyy
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aiq
Seja @2 a representacao de y; na base {uy, us, . . .,
- ajm/[’ —
atg
yi=[uw up - ] || =12
- aml —
Neste caso,
L[z x0 ~+ m )= w1 w Yn |
air a2
. a1 a22
[ up Uz -0 Uy } : :
i Am1 Am2
= [ul Uy - um}A
Em relacao as bases {x1, s, ..., zn} e {ug, ug, ..., Un},
y = L(z)
[ul u2---um][3—L([x1 To xn}oz)
[ Uy U U } Ao
g =Ax

Um }

Ain
A2n

Para se descrever a transformacao, nao ha diferenca entre especificar

z,y oua, 8. E claro que A (representacao da transformagao linear)

depende das bases escolhidas.
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Transformacao de Similaridade

Considere a transformagao linear L : X — ), com a mesma base
para o dominio X e o range V.

{er,e9,...,en} — A , {eyéo,...,6,} — A
z - y (= L(x))
[ e v en]a . 8 (= Aa)
P Q P Q=P
R én | @ 4 3 (= Aa)

B=Aa; f=PB=PAa=PAP 'a
— Aa=PAP'a , Va

A=PAP ' =Q'AQ : A=P'AP=QAQ"! = Q=P!
A, A: matrizes similares
PAP~! P71AP: Transformacoes de Similaridade

Todas as representagoes de um operador linear sao similares. Uma
matriz A € R™" pode ser vista como a representacao de um opera-
dor linear ou como o operador linear propriamente dito.
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e Exemplo de transformacao linear: a transformacao que rotaciona
um ponto no plano de 90° no sentido anti-horario

Ys3

/\$2:y1

Y2 X1

Em relacao a base {1, x5}

g1 = L{z1) = [ 21 2] [1] o= Llxg) = [ 21 2y ] [_01]

Portanto,
0 —1
A —
1)
A representacao de y3 com relagao a base {x1, o} é
0= A«

=100 [s) = [

1.
[ 0 g ] é a representacio de x3 na base {x1, x2}
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Matriz como Operador Linear
Seja a funcao linear L : R"” — R" descrita pela matriz A € R"*"

y = L(x) = Al + agxs + - - + iy

= yAr1+aArs+- - -+a,Ar, = y,=Ax;, i=1---n

Na base ortonormal, x; = e; e, portanto, y; = Ae; = a; (i-ésima
coluna de A) que coincide com sua representa¢ao na base ortonormal
unitaria (representacao de A = A)

e Fxemplo

Considere os vetores {b, Ab, A%b} (sao LI):

—1 —4 -5
Ab=| 0 A= 2 - A’b=| 10
1 -3 —13

A é a representacao de A na base {b, Ab, A%b}:

0 0
Ab)=1[b Ab A% ] |1 . A(Ab)=1[b Ab A% ] | 0O
0 1
7 P
A(A%D)=[b Ab A% ] | —15 = B
- 01 5

(Forma Companheira)
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Representagao de A € R™ ™ na base {q1,q2,.-.,qn}

A=Q'AQ ; Q=|a @ - @]

1-¢ésima coluna de Q:
—> representacao de ¢; na base ortonormal {e1,...,e,} = ¢

A=Q7'AQ — QA=AQ
ou, como Q= q @ qn

o @ @ |A=Aq Agp -+ Ag, ]

a; ¢ a i-ésima coluna de A, representacao de Aq’ na base {qi,...,qn}.
Uma escolha adequada da base {q1, ¢, - .., g} pode levar a repre-
sentacoes importantes.

Seja A € R™". Se existir um vetor b € R™ ! tal que o conjunto
de n vetores {b, Ab, A%D, ..., A" b} seja linearmente independente
e se

A" = B1b+ oAb+ - - + 67114“_1[)

entao a representacio de A na base {b, Ab, A%b, ..., A""1b} é dada
por (forma companheira)

(00 -0 B |
10 -0 B
S
00 -0 B
00 --1 8,
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Norma de vetores

Qualquer funcao real representada por ||x|| pode ser definida como
uma norma se para qualquer z € R" e para qualquer escalar « € R

Lz >0 ; ||Jz]|=0 <= 2=0

2. lax]] = | o | ||
3. ||z1 + 2| < x| + |22 (Desigualdade Triangular)
Exemplo

1
n p
Hpr = (Z | ’p> : p>1 pinteiro

i=1
|z|l2 = V&'z  (norma Euclidiana)
| ||co = max; | x; | (norma infinito)
A
bl ‘ T
a L

|zl =lal+1b]; [zl =va*+0*; |lz]le =max{[a] |b][}
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Produto Interno

Para dois vetores z,y € R", define-se o produto interno (ou produto
escalar) como

(z,y) = T1Y1 + Doy + -+ Ty, = Ty

Propriedades:

e 0 vetor 2’ pode ser visto como uma funcao linear 2’ : R" — R

e Identidade do paralelogramo

lz +ylI* + llz = ylI* = 2]l + [ly]I*)
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Teorema:  (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Defina ||z|| = (<x,x>)% Entao,

@y [ < llzlllyl]

Prova: Para y = 0, a prova ¢ imediata. Assumindo y # 0,

0 <(x+ay,z+ay) = (z,r) +aly,z) +alz,y) +aa(y,y)

vale V . Escolhendo @ = — W, x}) tem-se
(v, y)
by s B0 L) !
N () (Y, )

O angulo 6 entre quaisquer dois vetores z,y € R" é dado por

(i)

B x'y
0= cos l(uxnny\\) = @y = llalllyllcosd
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Produto Interno

'y = ||z[l[lyl| cos 0
e Sc x ¢ y sdo colineares: 0 =0, 2’y = ||z||||y]| ese z # 0y = ax
para algum a« > 0

e Se x e y sao vetores opostos: 0 = mw, x'y = —||z||||y|| e se x £ 0O
y = —ax para algum a > 0

e Se x e y sao vetores ortogonais (x L y): 0 = :I:g — 2’y =0
e 7'y > 0 = angulo agudo; 'y < 0 = angulo obtuso
e Dado um vetor y € R”, o conjunto

{z : 2’y <0}

define um semi-espago em R" (y é chamado vetor normal) passando
no ponto 0
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