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Nome: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RA: . . . . . . . . . . . . . . . . .

Obs.: Resolva as questões e justifique as respostas nas folhas de papel almaço, copiando o resultado
no espaço apropriado das folhas de questões.

1a Questão: Determine (com valores aproximados, obtidos do diagrama) a sáıda persistente (i.e., em
regime permanente) para a entrada x(t) = sen(t) do sistema estável dado pelo diagrama de Bode
(módulo em dB e fase em graus) abaixo. Obs.: M(ω)dB = 20 log10M(ω)
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2a Questão: a) Determine os pontos de equiĺıbrio para x =
√
2 do sistema não linear

v̇ = v2 + v − x2, v ∈ R

b) Determine o sistema linearizado (matriz A e vetor b) nos pontos de equiĺıbrio
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3a Questão: Determine uma realização (A, b, c, d) para o sistema linear invariante no tempo descrito
pela equação diferencial

(p3 + 15p2 − 14p+ 13)y(t) = (2p3 + 34p2 − 31p+ 24)x(t), p =
d

dt

4a Questão: Considere o sistema linear

v̇ =

[

0 −6
1 −5

]

v, v(0) =

[

1
1

]

, y =
[

1 2
]

v

a) Determine Y (s) = L{y(t)}, isto é, a transformada de Laplace de y(t)

b) Usando a transformada inversa de Laplace, determine y(t)

5a Questão: Determine uma matriz A ∈ R
3×3 tal que A−1 =

1

3
A2 + 9A+ 3I

6a Questão: Determine a forma de Jordan da matriz A ∈ R
5×5 que satisfaz as seguintes propriedades:

i) A possui o autovalor ξ com multiplicidade algébrica igual a 5; ii) A multiplicidade geométrica do
autovalor ξ é igual a 2; iii) A forma de Jordan não possui nenhum bloco de tamanho 2× 2
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7a Questão: Determine a solução v(t) para o sistema v̇ = Av, dados

v(0) =





1
1
1



 , v̄ = Pv, Ā = PAP−1 =





−1 1 0
0 −1 0
0 0 3



 , P =





1 1 0
0 −1 0
1 0 1



 , P−1 =





1 1 0
0 −1 0
−1 −1 1





8a Questão: a) Determine a forma de Jordan Â da matriz

A =

[

0 1
−4 4

]

b) Determine uma matriz Q que transforma a matriz A na forma de Jordan Â = Q−1AQ

9a Questão: Determine um sistema linear autônomo
(homogêneo), com matrizes reais, na forma de equação
de estados dado por

˙̄v = Āv̄ , v̄(0) = v̄0 , y = c̄v̄

que produza como sáıda a função y(t) = t cos(2t)

10a Questão: Determine a solução y(t), t ≥ 0, do sistema linear invariante no tempo dado por

v̇ =

[

0 1
−2 −3

]

v +

[

0
1

]

x

y =
[

−10 −15
]

v +
[

7
]

x, v(0) =

[

0
0

]

, x(t) = tu(t)
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Laplace (funções causais): L
{ tm

m!
exp(−at)u(t)

}

=
1

(s+ a)m+1

L{cos(βt) exp(−at)u(t)} =
s+ a

(s+ a)2 + β2
, L{sen(βt) exp(−at)u(t)} =

β

(s+ a)2 + β2

Variáveis de estado: v̇(t) = f(v(t), x(t), t), y(t) = g(v(t), x(t), t)
Pontos de equiĺıbrio: v̄ tais que f(v̄, x̄) = 0, x̄ =cte.
Sistema linear (em torno dos pontos de equiĺıbrio)

A =

[

∂fi
∂vj

]
∣

∣

∣

∣

v̄,x̄

, B =

[

∂fi
∂xj

]
∣

∣

∣

∣

v̄,x̄

, C =

[

∂gi
∂vj

]
∣

∣

∣

∣

v̄,x̄

, D =

[

∂gi
∂xj

]
∣

∣

∣

∣

v̄,x̄

N(p)

D(p)
=

β2p
2 + β1p+ β0

p3 + α2p2 + α1p+ α0
+β3, A =





0 1 0
0 0 1

−α0 −α1 −α2



 , b =





0
0
1



 , c =
[

β0 β1 β2
]

, d =
[

β3
]

v̇ = Av + bx , y = cv + dx ,
N(p)

D(p)
= c(pI−A)−1b+ d = b′(pI−A′)−1c′ + d

v = T v̂ ⇒ Â = T−1AT, b̂ = T−1b, ĉ = cT , T não singular

A representação entrada-sáıda é invariante com transformações de similaridade.

y(t) = c exp(At)v0+c
(

exp(At)u(t)
)

∗ (bx(t))+dx(t) , Y (s) = c(sI−A)−1v0+
(

c(sI−A)−1b+d
)

X(s)

Cayley-Hamilton: ∆(λ) = det(sI−A) = 0 ⇒ ∆(A) = 0

f(λ) =
n−1
∑

i=0

ρiλ
i , ∆(λ) = 0 ⇒ f(A) =

n−1
∑

i=0

ρiA
i , f

(

diag(A1, . . . , AN )
)

= diag
(

f(A1), . . . , f(AN )
)

Bloco de Jordan: Jk(σ) =











σ 1 · · · 0
0 σ · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σ











, f(Jk(σ)) =











f(λ) ḟ(λ) · · · f (k−1)(λ)/(k − 1)!

0 f(λ) · · · f (k−2)(λ)/(k − 2)!
...

...
. . .

...
0 0 · · · f(λ)











λ=σ

Forma de Jordan de A ∈ R
n×n, ν(Mλ) = n− rank(Mλ) (dimensão do espaço nulo de Mλ = A− λI):

1) Para cada λ (multiplicidade algébrica nλ), compute Mλ = (A−λI) e a dimensão rλ do espaço nulo
de Mλ. O número de blocos de Jordan associados a λ é igual a rλ e a soma dos tamanhos de cada
um dos blocos é igual a nλ. Note que rλ é a multiplicidade geométrica de λ, ou seja, o número de
autovetores linearmente independentes associados a λ, 1 ≤ rλ ≤ nλ.
2) A dimensão do maior bloco é igual ao menor k tal que ν(Mk

λ ) = nλ que é denominado kλ. Note
que ν(Mk

λ ) = nλ para ∀k ≥ kλ.
3) O número de blocos de dimensão i, 1 ≤ i ≤ kλ, é determinado a partir da dimensão do espaço nulo
das matrizes M i

λ. Assim, o número de blocos de dimensão i, 1 ≤ i ≤ kλ pode ser determinado por

2ν(M i
λ)− ν(M i−1

λ )− ν(M i+1
λ )

4) A forma de Jordan Â é a matriz bloco diagonal composta pelos blocos de Jordan de cada autovalor.
5) A transformação de similaridade Q (não singular) que produz a forma de Jordan pode ser obtida
do sistema linear de equações AQ = Qdiag(Jk1 , Jk2 , . . . , Jkr)

v̇ = Av + bx , y = cv + dx, v(0) , para x solução de x = c̄v̄ , ˙̄v = Āv̄, v̄(0)

⇒ Sistema autônomo aumentado:

[

v̇
˙̄v

]

=

[

A bc̄
0 Ā

] [

v
v̄

]

,

[

v(0)
v̄(0)

]

=

[

v0
v̄0

]

, y =
[

c dc̄
]

[

v
v̄

]


