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Estabilidade Interna e Externa

Estabilidade

@ Interna: estabilidade dos pontos de equilibrio. Andlise pelo
modelo linear nos pontos de equilibrio, ou por fungdes de
Lyapunov;

@ Externa: estabilidade da relagdo entrada-saida. BIBO (Bounded
Input, Bounded Output) estabilidade

BIBO-estabilidade: Definicao

x(D)| <b = |y(t)] < oo
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BIBO-estabilidade

BIBO-estabilidade: propriedades

@ Um sistema linear invariante no tempo é BIBO estavel se e
somente se sua resposta ao impulso h(t) for absolutamente
integravel;

@ Um sistema linear invariante no tempo é BIBO estdvel se e
somente s = jw € Q) (isto é, s = jw pertence ao dominio de
existéncia de H(s) = Z{h(t)})

@ Um sistema linear invariante no tempo descrito por
H(s) = N(s)/D(s) é BIBO estavel se e somente todos os pdlos
(isto é, raizes de D(s) = 0) tiverem parte real negativa.
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Polinomio Hurwitz

Definicao

D(p) é um polindmio Hurwitz se todas as raizes possuem parte real
negativa.

Uma condi¢do necessaria para que D(p) de grau m, com a,, > 0,
seja Hurwitz, é que todos os demais m coeficientes sejam positivos.

Como o célculo de todas as raizes pode ser numericamente dificil e
dispendioso quando deseja-se determinar apenas se o polindmio é
Hurwitz ou n3o, foram desenvolvidos métodos para determinar o
sinal da parte real das raizes sem precisar calcular todas as raizes.
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Expansao de Stieltjes

Dm(p) = ampm+am—2pm72 +-y Dm—l(p) = am—lpm71 +am—3pm73+' o

D (p) 1

S = 0pt

o3p+ 1
4

1
Om-1p+ ——

mP

Todas as raizes de D(p) = 0 possuem parte real negativa se e
somente se 0, >0, k=1,...,m.
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Determinantes de Hurwitz

O polinémio de grau m, a,, > 0 dado por

k=0
possui todas as raizes com parte real negativa se e somente se os
determinantes det(Ag) (menores principais lideres de A,,) forem
maiores que zero para k=1,...,m, com

AOm—_1 Op 0
, A3=|0m—3 QAm-2 Opm_1
Om-5 Om—4 Op-3

Om-1 Om

Alz[am—l] , Do= -3 o
m— m—

(am_1  Om 0 0 - 0]
Om-3 Om—2 Um;-1 am 0
Ay = Om-5 Om—4 Op-3 Op-2 0
0 0 0 0 - a
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Tabela de Routh

Considere o polinémio
asp® +agp’ + 0a3p> + aop® +o1p+ o , Ak >0, k=0,...,5

Todas as raizes possuem parte real negativa se e somente se todos os
elementos da tabela forem positivos ou, equivalentemente, se todos
os elementos da primeira coluna forem positivos. A ocorréncia de um
zero ou de um ndmero negativo implica que o polinGmio n3o é
Hurwitz (ou seja, ndo possui todas as raizes com parte real negativa).

O resultado (em termos do sinal da parte real das raizes) ndo se

altera se uma linha da tabela for multiplicada por um nimero
positivo.
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Tabela de Routh

p° as a3 oy
p* (o0} az Qo
asz04 — 0205 ai;04 — OpQ0sx
pr | gy = (0 0] [ (a8 o)
ay Ay
azp3 — p1a
22 |y, = (2P —Pras) Yo = 0o
B 5)
pl | &= 1Y2 — YoP3
Y
p° & = 0o

Note que o elemento da linha associada a p® é sempre igual a ag

Se n3o ocorrer nenhum zero na primeira coluna da tabela de Routh,
o nimero de mudancas de sinal na primeira coluna é igual ao
nimero de raizes do polinémio com parte real positiva.
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Tabela de Routh

A ocorréncia de um zero indica que o polindmio n3o é Hurwitz e a

tab
ser

ela ndo pode ser completada. Nesses casos, duas técnicas podem
utilizadas:

i) trocar o zero por &, completar a tabela e estudar o sinal dos

i)

coeficientes quando € — 0" e € — 0~ (ntimero distinto de trocas
de sinal para € — 0% e € — 0~ indica raiz com parte real nula);
estudar o polinémio D(1/p)p™ (isto é, o polinémio definido
pelos coeficientes lidos na ordem inversa), que possui 0 mesmo
nimero de raizes com parte real positiva que D(p), pois se A,
k=1,...,m sdo as raizes de D(p), tem-se

m
D(1/p)p™ = ﬂ (1/p—Ak)p |'| (1—=Akp)
k=1 =

cujas raizes sdo 1/A,. Note que se para raizes complexas, por
exemplo, A = a +jf3, o sinal da parte real n3o se altera.

1 a—jB

A a2+ p?
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Exercicio

E26 (data, RA, nome, EA616, Turma, Prof.)

Determine k para que o sistema linear invariante no tempo descrito

por
1

H =
() = s 8537 1257+ ks + 5
seja BIBO-estavel.
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