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Introducao

Este guia de estudos foi escrito para a disciplina de Andlise Linear de Sistemas (EA616), minis-
trada na Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacdo da Universidade Estadual de Campinas
(FEEC/Unicamp) pelo Prof. Dr. Pedro L. D. Peres, durante o 1° semestre de 2024.

As secoes foram divididas em: (i) resumo tedrico, (i) exercicios propostos e (iii) algoritmos
de resolugdo. O objetivo € fornecer ao aluno o conteido apresentado em sala de aula de forma
resumida, bem como um passo a passo pratico de como resolver os exercicios propostos pelo pro-
fessor, com foco nas questdes mais frequentes em provas antigas. Para tanto, todas as secdes t€m
como base as listas de exercicios propostas durante o periodo de oferecimento emergencial (MOE,
152020 — 2s2021) e as provas dos ultimos dois anos (PR, PC, 152022 252023), as quais podem ser
consultadas no site da disciplina.

As solugdes e algoritmos mostrados podem ndo ser as Unicas formas de resolver um exercicio,
entdo solugdes proprias sdo encorajadas e ndo devem ser necessariamente descartadas. As resolugdes
foram escolhidas por serem mais simples ou diretas, minimizando as manipula¢des mais dificeis ou
conceitos mais abstratos.

Este material € de autoria do PAD e ndo passou por um processo de revisao por terceiros, podendo
conter erros. Em caso de duividas, consulte o material original e/ou envie as dividas por e-mail, em
a239520@dac.unicamp.br, ou diretamente com o professor.
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n Transformada de Laplace

1.1 Resumo tedrico

Ao tentar resolver um problema analiticamente, um dos aspectos mais importantes a se consi-
derar € o dominio no qual o problema € resolvido. Sua escolha pode facilitar ou dificultar — até
mesmo impossibilitar — a resolu¢do do problema. Portanto, € interessante desenvolver ferramentas
que permitam construir equivaléncias entre diferentes dominios.

Em matematica, isto € feito através de transformadas, que correspondem a uma operacao que
age sobre uma fung@o f(-), em um determinado dominio 2;, e encontra o equivalente desta em
outro dominio 2. Por exemplo, a transformada de Fourier F{f(-)} corresponde & mudanga do
dominio do tempo para o da frequéncia (complexa).

A transformada de Laplace £{f(-)} é uma generalizagio da transformada de Fourier. Nela,
ocorre a mudanga do dominio real ¢ para o0 dominio complexo s, através da operacao

L{x(t)} = X(s) = /°° 2(t) exp (—st) dt (1.1)

— 0o
onde s € C pertence ao dominio €., que corresponde aos valores de s para os quais a integral (|1.1))
¢ finita. Note que a transformada deve obedecer a condi¢ao de existéncia.[3]]

Teorema 1 Seja f(t) uma fungdo continua por partes em todo intervalo t > 0 que satisfaca
|f(t)] < Aexp (at) para constantes A, o.. Entdo, L{ f(t)} existe para s > a,lims_,o, L{f(t)} = 0.

O uso prético desta transformada € diverso, mas € particularmente importante em problemas
cuja solu¢cdo no dominio complexo € mais simples, como, por exemplo, encontrar a funcao de
transferéncia de um circuito em engenharia ou a funcao de particaolem fisica estatistica.

Ha vérias propriedades que decorrem da transformada de Laplace, conforme listadas abaixo.

Propriedade 1: A drea sob a curva de uma fung¢io z(t), para s = 0 € Q, é

/_O; £t dt = X(s)|_, (1.2)
Propriedade 2: Para um impulso unitério d(¢),
L{5()) = /_ Z 5() exp (—st) dt = 1 (1.3)
Propriedade 3: Para degrau unitério u(t), com s € Q, = {s € C,Re(s) > 0},
Llu)} = [ exp(—st)di = i Re(s) > 0 (1.4)

Propriedade 4: Para uma fungdo exponencial exp (At), com s € ., = {s € C,Re(s — \) > 0},

L{exp (At)u(t)} = /OOO exp (A — s)t)dt = S_l/\, Re(s) >0 (1.5)

Note que esta é uma transformada unilateral (apenas um dos limites de integracdo tende
ao infinito) por conta da multiplicacdo pela func@o degrau no integrando. A transformada
mostrada em (|1.1]), em contrapartida, € bilateral.

Analogamente, se s € Q. = {s € C,Re(s — \) < 0}, entdo

1
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0 1
L{—exp M)u(—1)} = — / exp (A= s)t) dt = ——, Re(s) >0
—00 S —
isto €, deve ser feita uma integra¢ao usando um impulso nao-causal para acomodar o dominio
no qual a parte real de s — \ é negativa.

Caso a exponencial seja complexa, da forma exp (jAt), entdo, para A > 0,

1
5— N\

L{exp (jAt)u(t)} = Re(s) > 0 (1.6)

Propriedade 5: A transformada de Laplace ¢ linear, ou seja, para constantes «, (3,

L{ax(t) + By(t)} = al{x(t)} + BL{Y(1)} (1.7)

Esta propriedade permite mostrar quais sao as transformadas unilaterais do seno e do cosseno,
através da féormula de Euler. Para 8 > 0 e Re(s) > 0,

£{sin (Bt)ult)}) = 5-Llexp (B0} ~ 5-Llexp (i00u0} = 5 (1)

£{cos (B)u(t)} = 3£{exp (GO} + 5Ll (ifu} = 5 (1)
Propriedade 6: Para a integral da func¢ao x(f3), cuja propria transformada é X (s),

cf [ wwash =2 ey (1.10)

de forma que o dominio da fung¢do integral contém 2, N {s € C : Re(s) > 0}.

Usando esta propriedade junto das equagdes (|1.3)) e ([1.4]), e sabendo que a fungdo degrau é a
integral da funcdo impulso, deduz-se que, de forma geral,

tm 1
E{m'u(t)} = Re(s) >0, me N (1.11)

Propriedade 7: A transformada de Laplace € reversivel no tempo, tal que, para —s € €2,

—0o0

Liz(—t)} = —/ () exp (st) dt = X (—s) (1.12)

—+00

Propriedade 8: A exponencial exp (—at) desloca a transformada em s, tal que, para (s +a) € €2,
L{exp (—at)x(t)} = / z(t)exp (—(s+a)t)dt = X(s + a) (1.13)

De forma andloga as equagdes ([1.14]) e ((1.15)), para Re(s + a) > 0,

. _ p
L{sin (pt) exp (—at)u(t)} = Graii P (1.14)
L{cos (Bt) exp (—at)u(t)} = m (1.15)



Propriedade 9: A m-ésima derivada da transformada X (s), para todo m € N,

d"X(s)
ds™

m A" X (s)

ds™

= (=D)"L{"ma(t)} <= L{Me ()} = (=1)

(1.16)
Uma decorréncia direta desta, aliada a propriedade ([1.13)), para Re(s) > 0, m € N, é que

c {f:' exp (—at)u(t)} _ (s—i—i)’"“ Re(s) > 0, m € N (1.17)

Propriedade 10: A transformada de Laplace possui uma correspondente inversa, dada por

LHX(s)} = z(t) (1.18)
que, caso exista, € unica (Teorema de Lerch).

Em posse das propriedades, pode-se analisar as primeiras aplicacdes da transformada de Laplace:
encontrar a funcdo de transferéncia e a solucdo forcada de um sistema linear invariante no tempo
(LIT). Seja fornecido um sistema da forma

> any™(t) = f(x(t))

para uma fun¢ao de saida y(t) e fungdo de entrada x(¢). Um caso simples dessa equagdo ocorre
quando f(x(t)) = Sz(t) para uma constante 3, a qual, nota-se, ¢ um autovalor da equag¢do quando
x(t) = exp (st), s € C. Assim sendo, a solugdo for¢ada y(t) do sistema é

ys(t) = H(s)exp (st) (1.19)
onde
H(s) = anénsn (1.20)

€ a fungdo de transferéncia do sistema. Em posse desta, basta fazer manipulagdes para que ela fique
na forma caracteristica da propriedade equivalente e aplicar a transformada de Laplace inversa para
encontrar a resposta ao impulso causal h(t) e seu dominio de existéncia 2. A situacdo inversa
¢ analogamente valida: da solucdo forcada, pode-se encontrar a fungdo de transferéncia com a
transformada de Laplace da forma caracteristica.

Todavia, com conhecimento da fungdo z(t), pode-ser encontrar também a solugio forgada. Para
tanto, basta escrever a entrada como uma soma de exponenciais na forma

z(t) = Ynexp (st) (1.21)

onde 7 é uma constante. Se um dos termos de x(¢) for uma constante, basta fazer s = 0; se for um
Seno ou um cosseno, usa-se as convenientes substituicoes

1 1
sin (at) = % exp (jat) — 2 exp (—jat)

1 1
cos (at) = 5 exp (jat) + 3 exp (—jat)

e calcula-se a solugdo for¢ada usando a equagdo (|1.19)), desde que H (s) seja sempre finito.
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1.2 Exercicios propostos

PR 252022

Determine a solugdo for¢ada y(t) para a entrada x(t) = exp (2) + cos (3t) do sistema linear
invariante no tempo descrito por
y+y=>ox

Solucao

Reescrevendo a equacdo para encontrar a fungao de transferéncia via (1.19)), (1.20)),

Gr(t) + (1) = dz(t)
H(s)s*exp (st) + H(s)exp (st) = 5exp (st)

)
. H —
. H(s) o
Via ([1.21)),
1 1
x(t) = exp (2) exp (0t) + 5 eXP (73t) + 5 €XP (—j3t)
Logo,
1 4 o1 :
ys(t) = H(0) exp (2) + H(j3)5 exp (j3¢) + H(—j3) 5 exp (=j31)
) 5 5 )
(0) U8 =Gaes1~ D971~ s (=33 =3
Finalmente,

51 o1 )
yr(t) =bHexp (2) — 33 &P (73t) — 35 &P (—73t) =|5exp (2) — g oos (3t)

PR 152023

Determine a transformada de Laplace (bilateral) e o dominio de existéncia (2, para o sinal

x(t) = (10t* exp (2t) + 4t exp (—5t))u(—t)

Solucido
Reescrevendo o sinal de entrada em sua forma causal,
y(t) = 2(—t) = (—10t* exp (—2t) — 4t exp (5t))u(t)
Entfo, com e
L{y(t)} = —10L{t* exp (—2t)u(t)} — 4L{texp (5t)u(t)} =

= —60L {; exp (—Zt)u(t)} —AL {i exp (5t)u(t)} =



Solucao continuacao

= R Tl s 2, =Re(s) > 5
Aplicando (1.12)),
L{x(t)} = L{y(-1)} =

60 4

- gy %= Re(-9)>5
60 4

= G2 i = Re(s) < =5

PR 252023

Determine a transformada inversa (bilateral) de Laplace x(t) = L7'{ X (s)} para

10
X(S) = m, RG(S) <1

Solucdo

Para uma equagio quadrdtica da forma 22 + bz + ¢ = 0 que pode ser reescrita de maneira
conveniente como (z + f)? + g = 2* + 2fx + (f* + g), ocorre que

b=2f c=f’+yg

Neste caso,
10
2_9 —(s—1)44=X(s)= ——— 1
s s+5=(s—1)"+4= X(s) PRV Re(s) <
Aplicando (|1.12)),
10
Y(S) = X<—S> = m, Re(—3> < ].
10
“GriErr Rel)>-l

Isto é feito para aplicar a propriedade (|1.14]), tal que

Y(s) = 1205{8111 (26) exp (—B)u(t)} = y(t) = Bsin (26) exp (—t)u(t)

Finalmente,

z(t) = y(—t) =|5sin (—2t) exp (t)u(—t)




PR 152023

Determine z(t) = £L7'{X(s)} (transformada de Laplace bilateral inversa) para

3s2 — 17s + 37
A= oG sy

2 <Re(s) <5

Solucao

Uma fracdo cujo denominador € um produto de polindmios pode ser seperada em uma soma
de fracdes parciais, na qual cada fracao possui como denominador um dos termos do produto.
Assim sendo,

32— 17s+37 A B C

X(3>_<S_2)2(3_5) o (3—2)2+S—2+S—5

A(s=5)+B(s—2)(s—5)+C(s—2)* =3s* — 17s + 37

Escolhendo valores de s convenientes para isolar cada incognita,

s=5: C(B3)?=305)2-17Tx5+37T=27T=C=3

s=2: A(-3)=3(2*-17Tx24+37T=15=A= -5
s=0: A(=5)+ B(-2)(=5)+C(-2)*=37T=B=0
Logo,
~5 3
X(S)_(s—2)2+s—5

via (T3) e (LT,

1

X(s) =—-5L {tl exp (2t)u(t)} + 3L{exp (5t)u(t)} = Xi(s) + Xa(s)

Todavia, nota-se que, no segundo termo, o dominio de existéncia da fun¢do é Re(s) < 5, o
qual ndo é causal. Para corrigir este fato, usa-se a propriedade ([1.12]),

3
Xals) = 5$—95
3
= }/2(5) = XQ(—S) = T—57 Re(—s) < b
3
-2 R 5
s+5 e(s) >

Fazendo agora a transformada inversa ((1.18)) e retornando para a fung@o original,
Yo(t) = =3 exp (=5t)u(t) = zo(t) = —3exp (5t)u(—t)

Finalmente, ¢ feita a transformada inversa da fun¢do X (s) para todo o dominio:

x(t) = —5texp (2t)u(t) — 3exp (5t)u(—t)




1.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 1

Dados: Entrada x(t), equac@o do sistema linear.
Objetivo: Encontrar a solugdo for¢ada y¢(t).

I.

Reescrever a equagdo do sistema linear para usando ((1.19) e encontrar a fungdo de
transferéncia H (s) com ([1.20)) em seguida.

. Escrever a entrada x(¢) como uma soma de exponenciais tal qual ({1.21]).

. Escrever a solugdo for¢ada e encontrar os valores de H ().

Calcular a solugdo y;(t) na forma final.

Exercicio 2

Dados: Entrada z(t).
Objetivo: Encontrar a transformada de Laplace (bilateral) e o dominio de existéncia €2,.

1.
2.

Reescrever a entrada x(t) na forma causal (se necessdrio) usando reversio no tempo.

Calcular a transformada de Laplace usando a propriedade equivalente.

. Determinar o dominio da existéncia com a mesma propriedade. Caso tenha sida feita a

reversao no tempo, fazer novamente inversao no dominio para voltar a funcdo original
e ao seu dominio equivalente.

Exercicio 3

Dados: Transformada da entrada X (s) e seu dominio.
Objetivo: Encontrar a transformada de Laplace inversa (bilateral) z(t) = L7'{ X (s)}.

1.
2.

Reescrever o denominador de X (s) na forma (z + f)? + g.

Aplicar ([1.12]) para ajustar o dominio e torna-lo causal, se necessario.

. Realizar a transformada de Laplace inversa com a propriedade adequada. Caso tenha

sido feita uma reversao no passo 2, desfazé-la no domino do tempo.

Exercicio 4

Dados: Transformada da entrada X (s) e seu dominio.
Objetivo: Calcular a transformada de Laplace bilateral inversa x(t).

1.

2.

Reescrever X (s) utilizando fragdes parciais e determinar o dominio da fungao repre-
sentada por cada fragdo (X (s), Xa(s), ...).

Caso o dominio nao seja causal, trocd-lo usando (|1.12]) antes de realizar a transformada.
Caso contrario, fazer a transformada diretamente, usando a propriedade adequada.




n EDOs via transformada de Laplace

2.1 Resumo teodrico

Uma das formas de utilizar a transformada de Laplace em sistemas € na resolucao de equacdes
diferenciais ordindrias (EDOs) lineares a coeficientes constantes, para ¢ > (. Uma equacgao diferen-
cial € dita linear se puder ser escrita na forma

aoy(t) + ary(t) + agij(t) + ... + any™(t) = z(t) (2.1)

Ainda, ela possui coeficientes constantes se todo a;, Vi € N ndo for funcio do tempo.
Nesta condi¢do temporal, a transformada de Laplace torna-se unilateral, definida por

L{z(t)} = X(s) = /0°° 2(t) exp (—st) dt (2.2)

Naturalmente, as transformadas unilateral e bilateral sdo iguais para uma entrada J(t), e a entrada
unitdria na unilateral € igual a uma entrada degrau u(t) na bilateral. Além disso, podem ser deduzi-
das propriedades desta transformada para diferentes tipos de entrada.

Propriedade 1: A transformada da m-ésima derivada de z(t) é, em geral,

L d—m:c(t) =s"X(s) — mz—:l sm’k’ld—kf(())
dtm B = dt*

de forma que €2, C €; C € ... C 2,m), ou seja, o dominio de cada derivada € superconjunto
do dominio da anterior.

Embora seja relevante saber da generalizacdo, ¢ mais comum utilizar apenas a primeira e a
segunda derivada, simplificadas, respectivamente, por

d
L {dtm(t)} = sX(s) —z(0) (2.3)

2
L {jﬁx(t)} = 5°X(s) — sz(0) — (0) (2.4)
Propriedade 2: Para X (s): Q, = {s € C: Re(s) > a},a € R, seja 2(0") — (0) finito. Entdo,

z(07) = lim 2(t) = lim sX(s) (2.5)

t—0t+

onde s — oo significa Re(s) — oo para Im(s) qualquer. Analogamente,

z(400) = Jim x(t) = lim s X (s) (2.6)

s—0

se o limite do meio existe.

Neste ponto, € relevante fazer uma breve e simples digressao sobre andlise complexa, a fim de
entender um pouco sobre sua importancia na transformada de Laplace.

Seja uma fungdo f : D — C, onde D € um disco aberto. Se f € diferenciavel em todo ponto de
D, entdo ela € dita holomorfa neste dominio. Ademais, se todo ponto em [ tem uma vizinhanga tal
que f e/ou 1/ f sdo holomorfos nela, entdo a fun¢do também é dita mesomorfa.



A partir daqui, serao tratadas fungdes que sao sempre holomorfas e mesomorfas em todo dominio,
exceto em pontos especificos. Particularmente, interessa o comportamento dessas fungdes em seus
polos, bem como nos polos do seu inverso — os zeros. Estes, todavia, nem sempre podem ser en-
contrados de forma trivial. Como escolher entdo uma fun¢do que obedeca as condicdes desejadas e
que tenha polos e zeros faceis de serem encontrados?

A melhor forma de resolver este impasse € escolhendo fungdes de sejam fragdes de polindomios,
conforme o teorema abaixo.

Teorema 2 Considere uma fungdo do tipo

a(z)  ap+ a1z + a2 + ...+ ap2"

— C
b(z) by 4+ b1z + bez? 4 ... + bz’ z€

f(z) =

Neste caso, os zeros da fun¢do ocorrem quando a(z) = 0 e os polos ocorrem quando b(z) = 0,
exatamente nos valores de z que garantem estas condigoes.

Note que, por conseguinte, a(z) = 0 produz os polos e b(z) = 0 os zeros da funggo 1/f(z).[4]
Este conhecimento € necessdrio para a resolugdo de problemas e entendimento das propriedades
acima. Ainda, sdo de interesse prético outras propriedades da transformada.

Propriedade 3: Seja o operador derivada p™ = d"/dt" e D(p) = ag + a1p + asp® + ... + a,p", tal

que um sistema linear possa ser escrito como

D(p)y(t) = x(t) (2.7)

Dadas as condicoes iniciais (em ¢ = (), sua resposta pode ser decomposta em uma parcela de
entrada nula H (s) e outra de condi¢cdes nulas I(s).

Propriedade 4: As repostas ao degrau u(t¢) e a rampa r(t) de um sistema LIT racional estritamente
proprio (grau do numerador menor que o do denominador) na forma D(s)y(t) = N(s)x(t),
com funcdo de transferéncia

Hs) = gg; (2.8)

sdo dadas por
yult) = L7HY(s)} onde Yuls) = H(s)Xu(s) = H(s) (2.9)
plt) = £ (9)} onde Yi(s) = H(s)X,(s) = H(s) (2.10)

De forma geral, o formato de X (s) obedece a propriedade ((1.11)).

2.2 Exercicios propostos

n PR 252022

(a) Determine a transformada unilateral de Laplace Y (s) = L{y(t)} sendo y(t) a solugdo da
equacao diferencial abaixo

y — 2y = exp (2t) cos (3t)u(t), y(0)dado

(b) Determine a solugdo y(¢) para y(1) = 5.




Solucao

Aplicando a equagdo ([2.3)) no lado esquerdo e a ([1.15]) no direito da equagdo diferencial,

V=0 -2 0 = (i = YO = (e H0)
1 y(0) 1 3 1
Y(s) = (s —2)2 4 32 +3—2 B <3)(8—2)2+32+y(0)3—2

Fazendo a transformada inversa ((1.18)) com (|1.14]) e ([1.5]),

y(t) = ; exp (26) sin (36)u(t) + y(0) exp (26)u(t)

Conhecendo a solugio final, basta substituir o valor dado para achar a condigdo inicial y(0).

y(1) = ;exp (2)sin (3) + y(0)exp (2) =5 = y(0) =5Hexp(—2) — ;sin (3)

y(t) = ;exp (2¢) sin (3¢) + Bexp (2t — 2) — ;sin (3)exp (26)| u(t)

n PR 252023

Determine a resposta ao degrau v, (¢)(condi¢des iniciais nulas) do sistema linear invariante
no tempo causal descrito pela equagdo diferencial

j+ 4y + 13y = 83 + 153 + 52z

Solucdo
A equacdo diferencial deve ser reescrita utilizando o operador derivada como em ([2.7]),
(p* +4p + 13)y = (8p* + 15p + 52)x
Entdo, a funcdo de transferéncia € calculada via , fazendo s = p,

H(s) 852+ 155 +52  8s?+ 155 + 52
3 = =
s?2+4s+ 13 (s +2)2 + 32

Aplicando (2.9)) e reescrevendo a equacdo de forma conveniente com fragdes parciais,

852+ 15s+52 /1) A B(s+2) 3C
Ya(s) = (5)=2+ +

(s+2)2+3% \s s (s4+2)2+3% (s+2)2+32

Logo,

Al(s+2)*+ 9]+ B(s+2)s+3Cs = (A+ B)s*+ (4A+2B+3C)s+(13A4) = 8s*+155+52

donde € direto encontrar que A = 4, B = 4, C' = —3, e, assim,
4 s+ 2 3
Y, () =-+4|l —-vc—— | -3 ——
Lr=5 <<3+2>2+32> <(s+2)2+32>

10



Solucao continuacao

Finalmente, com (|1.4)), (1.15]) e (1.14)), respectivamente, deduz-se que a resposta ao degrau é

Yu(t) = (4 + exp (—2t)(4 cos (3t) — 3sin (3t))) u(t)

PC 152023

Determine o valor da integral

[= /_ TRt dt, h(t) = 2 exp (=5t)u(?)

Solucao

O primeiro passo € encontrar a fungado de transferéncia a partir da resposta ao impulso. Assim,

via (L.17),

H(s) = L{t" exp (=5t)u(t)} = 6L {;l exp (—5t)u(t)} e J55)4

Considere agora a defini¢do da transformada de Laplace em ([1.1]). Nota-se que

L{h(t)} = /_ Z £h(t)exp (—st)dt = 1= L{h(t)}]

Entao, usando ([1.16)),

d? d? 6 d 4
J=(—1)2— — (=12 — - [ - —
(=1) ds2£{h(t>} 5=0 (=1) ds? ((8—1—5)4) 5=0 6ds ( (s + 5)5> 5=0
— 94 —9 _ % _ 274
B (s+5)6 ) ls=0 " 56 ~|3125
n PR 252022

Determine, para a transformada (unilateral) de Laplace Y (s) = £{y(¢)} de um sinal causal
dada por
2
¥(s) 5(s+2)(s —1—3)’
25(s2 4+ 45+ 8)

(a) o valor final y(+o00)  (b) o valor inicial y(0)

Re(s) >0

.

Solucao
Pelo Teorema 2] sabe-se que os polos da fungdo acima estdo nas singularidades s nas quais
25(s* +45+8) =0 = s5,=0 sy=—-242j

Analisando a equacio (2.6)), nota-se que a condig@o de existéncia € satisfeita, pois o limite no
dominio do tempo existe.

11



Solucao continuacao

Logo,

: . 5(s+2)(s+3) 5(2)3) |15

y(+OO) 51—I>%S ($> 81_1;% 2(82 + 45 + 8) 2(8) 8

Analogamente, pela equagio ([2.5)), a condi¢do de existéncia é satisfeita, pois z(0") — z(0) é
finito. Entao,

| i S +3) 5P+ 55 +6) _[5
0") = lim sY(s) = 1 =TT |2
y(07) = Jlim s¥(s) =l e as v s) A g v as 4 8) |2

2.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 5

Dados: Equagio diferencial linear de coeficientes constantes, e soluc@o particular y(-).
Objetivo: (a) Transformada unilateral de Laplace Y (s) e (b) solucdo geral y(t).

1. Aplicar a transformada da derivada, (2.3) e/ou ({2.4)), e a definicdo, (2.2)), ao lado es-
querdo da igualdade. Aplicar ao lado direito a propriedade adequada.

2. Isolar Y'(s) e reescrever a equagdo de forma conveniente.
3. Fazer a transformada inversa para obter y(¢), com as propriedades adequadas.

sz

4. Substituir o valor da solucdo particular y(-) em y(¢) para encontrar y(0). Caso y(0) ja
seja a solucao particular fornecida, pular este passo.

5. Substituir o valor de y(0) em y(t) e escrever a solugéo geral na forma final.

Exercicio 6

Dados: Equacao diferencial de um sistema LIT causal.
Objetivo: Encontrar a resposta ao degrau y,,(t).

1. Reescrever ambos os lados da equacgdo usando o operador derivada.
2. Fazer s = p e isolar a fung@o de transferéncia via ([2.8)).
3. Calcular Y, (s) usando ([2.9)) e reescrevé-lo usando separacdo por fragdes parciais.

4. Aplicar a propriedade adequada para encontrar y,(¢) com a transformada inversa.

Exercicio 7

Dados: Integral de uma fungéo do tipo f(t) = g(t)h(¢)
Objetivo: Calcular o valor da integral

1. Caso a fung¢@o h(t) ndo esteja explicita, determina-la de forma conveniente para calcu-
lar H(s) — geralmente na forma f(t) = t™h(t), m € N. Caso contrdrio, calcular H (s)
diretamente a partir do h(t¢) dado.

12



2. Escrever a integral na forma / = £{f(¢)} conveniente.

3. Aplicar a propriedade adequada para calcular a transformada.

Exercicio 8

Dados: Transformada unilateral de Laplace Y (s) e seu dominio.
Objetivo: Determinar os valores final e inicial, caso existam.

1. Determinar os valores de s dos polos a partir de Y'(s) e do Teorema

2. Utilizar as equagdes ([2.5)) e (2.6)) para verificar se os valores existem. Em caso nega-
tivo, denotar o respectivo item por . Em caso positivo, calcular seu valor através do
limite de Y'(s) correspondente.

13




“ EDQOs via coeficientes a determinar

3.1 Resumo tedrico

No capitulo anterior, a transformada de Laplace foi utilizada para resolver equagdes diferenci-
ais ordindrias lineares de coeficientes constantes. Todavia, ha outra forma de resolver o mesmo
problema: o método dos coeficientes a determinar. Para tanto, considere a equacdo diferencial
homogénea

D(p)y(t) = ij apy(t) =0 (3.1)

onde oy, é um coeficiente constante e p* é o operador derivada. Além disso, com ,,, = 1 e condi¢des
1nicias conhecidas, o sistema € dito auténomo.

Antes de determinar as propriedades da solu¢do de EDOs homogéneas, € relevante definir os
conceitos de independéncia linear e base. Um conjunto de sinais {yx(¢)}, £ = 1,...,m possui
independéncia linear se, e somente se,

> cpy(t) =0,V = ¢, =0, Vk (3.2)
k=1

ou seja, uma solugdo nula da soma linear ocorre apenas se todos os coeficientes forem nulos. Ainda,
a combinacao linear de um conjunto de m sinais, dada por

y(t) = i ckyi(t), ¢ €C (3.3)

gera um espaco linear de dimensdo » < m. Um conjunto de r sinais que gere 0 mesmo espago €
dito uma base deste.
Sejam agora as propriedades das solu¢des de EDOs homogéneas.

Propriedade 1: Os sinais
y1(t) = exp (A1t), y2(t) = exp (Aat) (3.4)

sdo linearmente independentes se, e somente se, A7 7# As.

Propriedade 2: As fungdes
yi(t) = exp (M), ya(t) = p" exp (A) (3.5)

sdo linearmente dependentes, visto que 4»(t) = Ay, (¢). Dito de outra forma, uma auto-
funcdo do sistema € dependente de suas derivadas.

Propriedade 3: A funcao y(t) = exp (At) é solugdo de ((3.1]) se, e somente se,
D)) =0 (3.6)
Esta solucdo € dita modo proprio do sistema linear.

Propriedade 4: Se todas as raizes A\ de D(\) = 0 forem distintas, entdo

y(t) = i ar exp (Axt) (3.7)

k=1

¢ solucdo de (3.1)) e os modos préprios exp (Axt) sdo linearmente independentes.

14



Propriedade 5: Para o produto ¢ exp (At),

D(p)(texp (At)) = tD(X) exp (At) + exp ()\t)dd)\D()\) (3.8)

Propriedade 6: Se ) é raiz de multiplicidade r (isto &, r vezes raiz) de D(\), entdo

Yo(t),y1(t), ..., yr_1(t) = exp (At), texp (AL), ..., t" T exp (At) (3.9)

sdo modos préprios de ([3.1). Um caso particular bastante utilizado é quando r = 2, ou seja,
A € raiz dupla da equagao caracteristica.

Propriedade 7: Qualquer solucdo de ([3.1)) € dada pela combinagdo linear de seus m modos préprios.

Em posse destas propriedades, é o conhecimento das raizes e suas multiplicidades — quantas
vezes elas se repetem — que permite descrever o tipo de solug@o para determinado problema. Os
casos mais recorrentes sdo listados abaixo, sendo todos uma aplicaggo literal de (3.7)) e (3.9)).

Caso 1: Raiz singular, (ap + )y = 0.
A=—= = y(t) = Aexp (A\t) (3.10)

Caso 2: Raizes distintas, (ap* + Sp + )y = 0.

B+ VBT
2c —

)\1, )\2 = y(t) = Al exXp ()\175) -+ A2 exXp ()\Qt) (311)
Neste que esta relacdo € valida tanto para raizes reais quanto complexas. Lembre-se sempre
que as raizes complexas sdo dadas por pares conjugados.

Caso 3: Raizes repetidas, (ap + (8)%*y = 0.

A=A = _b_ A = y(t) = Ay exp (A\t) + Astexp (\t) (3.12)

«

Até entdo, foram consideradas caracteristicas e propriedades de uma equagdo homogénea. To-
davia, pode ocorrer que ela seja ndo-homogénea, a qual € descrita pela solugdo caracteristica

D)) = 3 auy(t) = N(p)ett) #0 (3.13)

onde oy, é um coeficiente constante e p* é o operador derivada. Além disso, com o, = 1 e condi¢des
1nicias conhecidas, o sistema € dito ndo auténomeo.
A resolugao de (3.13]) € ditada pelo polindmio D(p), que nada mais é do que aquele que satisfaz

D(p)z(t) =0 = D(p)D(p)y(t) = N(p)D(p)z(t) =0 (3.14)

Como no caso homogéneo, a solu¢io D(p) é dita modo préprio e a solugio D(p) é o modo forcado.
As raizes do modo for¢ado sdo dadas por v. O método dos coeficientes a determinar pode ser
aplicado em ([3.13)) seguindo duas propriedades: a da solucéo forgada e da resposta ao impulso.

Propriedade 8: Toda entrada possui parcelas homogénea y,(t) e forcada y () (devido a entrada).
Como D(p)yn(t) = 0, entdo

D(p)ys(t) = N(p)x(t) (3.15)

15



Propriedade 9: Caso a entrada do sistema seja uma fun¢do impulso §(¢), entdo o sistema com
D(p)y(t) = N(p)z(t) é resolvido como D(p)f(t). Portanto, a resposta do degrau y, () e a
resposta ao impulso A(t) sdo respectivamente dadas por

yu(t) = N()(f(D)u(t),  h(t) = pN(p)(f({t)u(t)) = pyu(t) (3.16)

3.2 Exercicios propostos

n PR 152023

(a) Determine a solucdo forcada y;(t) da equagdo diferencial

§+9=>5(1+exp(-t))

(b) Determine solugdo para y(0) = 10, ¢(0) = 10.

.

Solucao
Reescrevendo a equacao na forma , tem-se
(p* +p)y =5+ 5exp (1)
Como D(p) = p(p + 1), suas raizes sao
A =0, =-1

Para conseguir a solucio for¢ada, deve haver um polindmio aniquilador D(p) que siga (3.14).
Visto que z(t) = 5 + 5exp (—t), o primeiro termo é constante e, portanto, eliminado com
uma derivacdo. Para o segundo termo,

6;15 exp (—t) = —Hexp (—t) = Hexp(—t) + th) exp(—t) =0

Logo, ~
D(p)=p"+p=plp+1)

pois derivando duas vezes o termo com a exponencial e somando-o a primeira derivada, ele é
eliminado. Entao,

Ba! :0,’)’2: -1

sdo as raizes, e a equacao fica da forma
(P* +p)’y=0

Por inspecdo, nota-se que € um caso de duas raizes reais e distintas que se repetem duas vezes
cada. Entdo, a solugio for¢ada segue as formas de (3.11)) e (3.12)), tal que

yr(t) = Bitexp (mt) + Batexp (72t) = Bit + Botexp (—t)
Para encontrar os valores das constantes, a equagdo € substituida como em (3.15]). Assim,

(p® + p)(Bit + Botexp (—t)) = 5 + 5exp (—t)

16



Solucao continuacao

. —Bot(—exp (—t)) — Byexp (—t) + Ba(—exp (—t)) + By + Bot(—exp (—t)) + Byexp (—t) =

p? p
= Botexp (—t) — 2Byexp (—t) + By — Baotexp (—t) + Byexp (—t) = By — Byexp (—t) =
p? P
=5+ 5exp (—t)
Conclui-se diretamente que B, = 5, B, = —5. Finalmente, a solu¢do forcada é

ys(t) = 5t — Stexp (—t)

Apesar do trabalho até aqui, ainda ndo acabou. Em posse da solu¢ao for¢ada, sdo aplicadas
as condicdes iniciais para deduzir a solucio homogénea e compor a solugcdo geral, como

mostrado em (3.15]). Logo,
D(p)yn(t) = 0* +p)yn(t) =0 . A =0, = —1

Via (3.11),
yn(t) = Arexp (At) + Ay exp (Aot) = Ay + Ay exp (—t)

A solugdo geral e sua respectiva derivada sdao da forma

y(t) = yn(t) +ys(t) = Ay + Agexp (—t) + 5t — 5Stexp (—t)
y(t) = —Agsexp (—t) +5—5exp (—t) + Stexp (—t) =5+ (5t — 5 — Ay) exp (—1)

Usando as condigdes iniciais fornecidas,

y(0) =10 . Ay + Ay =10
y(t) =10 . 5+ (=5 —Ay) =10
= Ay, = —10
A1 =20

Finalmente, a solugd@o geral € escrita com os valores encontrados.

y(t) = 20 — 10 exp (—t) + 5t — St exp (—t)

10 PR 152022

Determine uma equagdo diferencial homogénea e as condi¢des iniciais que produzem a
mesma solucdo da equacao

(P*+ 1y =cos(t) y(0)=5, ¢(0)=10

Solucdo
Diretamente, nota-se que

Dp)=p"+1 = A\, do==j

17



Solucao continuacao

A determinacdo do polindmio aniquilador D(p) para 2(t) = cos (t) é trivial:

jtz cos (t) = —cos (t) = (p®+1)cos(t) = —cos(t) +cos(t) =0
. D(p) =p*+1

Disto, pode-se escrever a EDO homogénea que pode produzir a mesma solugao, via ((3.14)),

(P* +1)%y(t) =0

Da equagdo acima, nota-se que

(p* + Dy(t) = cos(t) .. §(0) +y(0) =1
= j(0)=1-5=-4
Agora, derivando os dois lados da equagdo,
(0" +py(t) = —sin(t) . ¥(0)+5(0) =0
= y(0)=0-10=-10

Como a equacdo original era de segundo grau, entdo a terceira derivada € a ultima necessaria.
Portanto, as condi¢des iniciais sdo:

y(0)=5 §0)=10 §0)=—4 §(0)=—10

3.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 9

Dados: Equacao diferencial linear e condi¢des iniciais.
Objetivo: Determinar a expressio da solucdo forgada y(¢) e, depois, a geral y(t).

1. Reescrever a equacdo com o operador derivada e determinar as raizes .
2. Calcular o polindmio aniquilador D(p) e as raizes 7.

3. Escrever nova forma da equacao e sua respectiva solugao for¢ada caracteristica, usando
as propriedades (3.10]), (3.11]) e (3.12).

4. Calcular a relagdo D(p)y;(t) a partir da equagdo original, o que permite saber y(t).

5. Utilizar as condi¢des iniciais para calcular a solu¢do homogénea yy,(t), repetindo os
passos anteriores.

6. Calcular a solugdo geral como y(t) = ys(t) + yn(?).

18



Exercicio 10

Dados: Equacao diferencial nao-homogénea e condicdes iniciais.
Objetivo: Encontrar uma EDO homogénea (e suas condicdes iniciais) que produza a mesma
solugdo.

1. Determinar D(p), A e, com isso, D(p).
2. Escrever a EDO homogénea.

3. Calcular as condicoes iniciais a partir da equagdo original, derivando-a sempre que
necessario.
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“ Resposta em frequéncia

4.1 Resumo tedrico

Neste capitulo, é proposta uma forma pratica de lidar com sistemas diferenciais lineares, através
da anélise de sua saida no dominio da frequéncia, denominada resposta em frequéncia. Para tanto,
¢ utilizado novamente o conceito de funcdo de transferéncia. Por definicdo, esta € a relagao entre
entrada transformada X (s) e saida transformada Y'(s) de um sistema qualquer,

Y (s)

= X6

(4.1)

A relevante manipulacdo que pode-se fazer com este tipo de propriedade € escrever seu dominio em
termos da frequéncia angular w complexa, caracteristica do sistema, ou seja, fazer s = jw. Assim,

H(jw) = M(w) exp [jd(w)] (4.2)

Agora, a fungdo fica escrita em termos de seu mddulo M (w) e sua fase ¢(w). Descrever um sistema
em termos destas duas caracteristicas permite conhecer muito melhor seu comportamento.

A maneira mais pratica de fazer isso € através dos diagramas de Bode, um método grafico in-
ventado para aproximar medidas de estabilidade em sistemas eletronicos, que hoje possui largas
aplicacdes em teoria de controle e telecomunicagdes. Abaixo se discute sua construcao.

O diagrama se baseia na construcdo de retas que aproximam um comportamento assintético. Ele
possui como dominio a frequéncia w [rad/s] em escala logaritmica — dividido em décadas. Todavia,
sua imagem pode ser tanto o médulo M (w) quanto a fase ¢(w). No primeiro caso, com escala
linear, € medido em decibéis [dB], calculado por

Map(w) = 201logy M (w) (4.3)

No segundo caso, € utilizada novamente uma escala linear, cuja medida € angular, em graus [°].

Para realizar o esbo¢o do diagrama através de retas, é conveniente que a funcdo de transferéncia
seja dividida em intervalos — tal que a curva final seja continua por partes. Para tanto, dada uma
H(s), ela serd decomposta em produtos H;(s), ou seja,

H(s) = ﬁ H;(s) = Hy(s)Ha(s)Hs(s) -+ Hp(s)

=1

de maneira que cada termo corresponda a um de cinco casos (e respectiva propriedade) adiante.
Propriedade 1: Ganho constante, H;(s) = +k

k>0 = Myg(w) =20log (k), ¢(w) =0 (4.4)
k<0 = Myp(w) =20log (k), p(w) = 180°

No gréfico, isto representa uma reta horizontal nos respectivos valores M;p, ¢(w).
Propriedade 2: Zero de ordem m na origem, H;(s) = s™/k, m € Z,
Myp = 20mlog (w), ¢(w) = 90m° (4.6)

No gréfico de mddulo, isto é uma reta crescente que cruza o dominio em w = k e com
inclinagdo 20m dB/dec. Em fase, é uma reta horizontal em 90m°.
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Propriedade 3: Polo de ordem m na origem, H;(s) = k/s™, m € Z,
Myp = —20mlog (w), ¢(w) = —90m° (4.7)

No gréfico de mddulo, isto € uma reta decrescente que cruza o dominio em w = k e com
inclinacdo —20m dB/dec. Em fase, é uma reta horizontal em —90m°.

Propriedade 4: Zero
s+ A

20log (w) Vw>A
Myp. = 4.9
" {0 Vw< A (49)
0 Yw<107'4
¢.(w) = ¢45log (w) V107'A <w <104 (4.10)
90 Vw>10A

No grifico de moédulo, a partir do valor de A, ha uma reta infinitamente crescente com
inclinag@o 20 dB/dec. No grifico de fase, ha uma reta crescente com inclinagdo 45 dB/dec
desde a década anterior até a década posterior a A, e constantes fora do intervalo.

Propriedade 5: Polo

B
Hi(s) = , B>0 4.11
w=-2- 5> (@)
—20log (w) Yw> B
M, = 4.12
e {0 Vw<B (4.12)
0 Vw<107'B
¢p(w) = —45log (w) V107'B <w < 10B (4.13)
—90 Vw>10B

No gréfico de médulo, a partir do valor de B, ha uma reta infinitamente decrescente com
inclinagdo —20 d B /dec. No gréfico de fase, hd uma reta decrescente com inclinagdo —45 d B /dec
desde a década anterior até a década posterior a B3, e constantes fora do intervalo.

Mg (w)
@(w) graus
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t
r
t
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t
t
1
t
t
£
]
t

b

Representagao grafica dos efeitos de polos e zeros, em moédulo e fase, usando dois valores
diferentes de frequéncia angular, w = A, B.
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Propriedade 6: Para a entrada z(t) = 3=, K; cos (w;t) + X_; K sin (w;t), a solugdo forgada é:

yr(t) = Z M (w;) K; cos (wit + o(w;)) + Z M (w;)K; sin (w;t + ¢p(wy)) (4.14)

J

onde, via ([{.3)), M (w) = 10Mas«)/20,

4.2 Exercicios propostos

PR 252023

——

Considere as assintotas de médulo do diagrama de Bode em escala logaritmica da funcao de
transferéncia de um sistema linear invariante no tempo de fase minima da figura abaixo.

20

80 [ g

40 | -

Myp

20 =

20 I 1 L L L L I
102 107 101 10! 102 104 101 10° 108

w (rad/s)

(a) Esboce as assintotas de fase, em graus e (b) baseando-se nos diagramas assintoticos,
determine a solugdo for¢ada do sistema para a entrada x(¢) = 20 cos (10t) + 50 sin (1000t).

\

Solucao

(a) O primeiro passo € analisar o gréifico para apontar onde estdo os zeros € polos e, para cada
termo, qual seria o comportamento anidlogo em fase.

1. w € [1072,10°: reta descendente, que, se estendida, cruza o eixo Myp em w = 10%
Via (E7),
L p(w) = —90°,  w € [107% 109

2. w € [10° 10" reta constante em Myp = 40. Para tanto, deve haver um zero a partir

de w = 10°. Via ([4.10),
o o(w) = ¢.(w) onde A=10°

3. w € [10%,10%: reta crescente. Para tanto, deve haver outro zero a partir de w = 10",
Via (£10),
o o(w) = ¢.(w) onde A=10"
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Solucao continuacao

4. w € [10%,10%): reta constante em Myp = 60. Para tanto, deve haver um polo a partir

de w = 102, Via (4.13)),
o ¢(w) = ¢p(w) onde B =10

5. w € [10%,109]: reta decrescente. Para tanto, deve haver outro polo a partir de w = 10°.
Via (4.13),
o d(w) = ¢p(w) onde B =10°

Juntando todos os intervalos, pode-se construir o grafico final da fase, como mostrado abaixo.
A retas em vermelho representam cada um dos passos acima, enquanto a curva em azul
mostra seu somatdrio para cada valor de frequéncia angular.

270 T T T T T T T

225 |- 2
180 | 4
135 [ -
a0 +

st @ —

0

45 (3 (4) (\ ]
Resultado
0@ = @

oog L -

¢(w) graus

_??ﬁ hebideddtaald bebdeddtaal hedddataal bkt aaaall b daazal dedd i aazal dedddaazal P dad
102 10 10° 10! 102 10? 104 108 108
w (rad/s)

Note, com atengdo, que algumas retas ficam soprepostas. Por exemplo, em w € [10%, 10°]
na fase ¢(w) = 90°, passam as curvas de (2) e (3). Para calcular o resultado final, deve-se
considerar ambas, isto €, que elas contribuem com 180° para o resultado final. Isto deve,
evidentemente, ser feito a todo momento, mas € importante ter cuidado com retas sobrepostas.

(b) A partir da entrada z(t) = 20 cos (10¢) 4 50 sin (1000¢t), usando (4.14)), sabe-se que:
yr(t) = 20Myp(10") cos (10t + ¢(10")) 4+ 50My5(10%) sin (1000t + ¢(10°))
Ao analisar o gréfico resultante do médulo, nota-se que
M(10Y) = 10%/% = 100  M(10%) = 105/2° = 1000
Ao analisar o gréfico resultante da fase, nota-se que
P(10") = 45°¢(10%) = —45°
Combinando estas informagdes, € escrita a solucdo for¢ada,
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Solucao continuacao

ys(t) = 2000 cos (10t + 45°) + 50000 sin (1000¢ — 45°)

PR 152022

(a) Esboce as assintotas do modulo (diagrama de Bode em escala logaritmica) do sistema
linear invariante no tempo descrito pela fun¢do de transferéncia

10°(s 4 100)

H(s) = 5306 + 10000)

(b) Esboce as assintotas da fase (diagrama de Bode em graus) do sistema.

\

Solucdo

(a) O primeiro passo ¢ decompor a fun¢ao de transferéncia, a fim de explicitar os casos.

H(s) = 105( 100 ) ( 1 ) <s+100> ( 10000 ) _ 108 ( 1 ) <s+100> ( 10000 )
B 10000/ \s +1 100 s+10000/ ~~\s+1 100 s + 10000
1 ~——

2 3 4

Portanto, pode-se escrever quais sdo as correspondéncias no gréfico.
1. Pela defini¢do, Myp(w) = 20log,, M (w) = 201og;,(10%) = 60.
2. Polo, a partir de w = 10°, ou seja, Myp, com B = 10°.
3. Zero, a partir de w = 102, ou seja, Myp , com A = 102

4. Polo, a partir de w = 10*. ou seja, Myp, com B = 10*.
100 T T T T T T T
a0
(1) P
Y s

Resultado

40 |- -

20 -

M dB (w)

20 -

-100 i
102 107" 10° 10! 102 0% 101 0% 108

w (rad/s)
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Solucao continuacao

(b) O processo andlogo ao item anterior € repetido para encontrar o grafico de fases a partir
dos termos da fun¢do de transferéncia.

1. Via (4.4), My =60 = ¢(w) =0:w € [1072,10°].
2. Polo, via ([#.13), ¢,(w) : B = 10°.
3. Zero, via (4.10), ¢.(w) : A =10
4. Polo, via ([4.13), ¢,(w) : B = 10"

45 o

a0 &
Resultado |

-180 -

225 -

_2?0 1 L Il l 1 1 1
02 101 10° 10! 102 103 104 0% 108

w (rad/s)

4.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 11

Dados: Diagrama de Bode em mdédulo.
Objetivo: Encontrar o diagrama de Bode em fase e a solugdo for¢ada para uma entrada z(t).

1. Descrever o comportamento do digrama em intervalos, identificando quais elementos
sdo responsaveis por cada parte: ganhos constantes, zeros e polos de ordem m na
origem e zeros e polos no plano.

2. Usar a propriedade equivalente para determinar o comportamento em fase, e desenhar
cada curva no digrama.

3. Encontrar o resultado, somando o valor de cada curva em cada década.

4. Com posse dos diagramas, utilizar (4.14]) para calcular a solucao forcada.
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Exercicio 12

Dados: Funcao de transferéncia de um sistema linear.
Objetivo: Encontrar os diagramas de Bode em mddulo e fase.

1. Reescrever a func¢ao de transferéncia, isolando os termos para identificar os elementos:
ganhos constantes, zeros e polos de ordem m na origem e zeros e polos no plano.

2. Desenhar o diagrama de médulo usando as propriedades correspondentes.

3. Desenhar o diagrama de fase usando as propriedades correspondentes.
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“ Transformada Z e aplicacoes

5.1 Resumo teodrico 1

Até entdo, foram tratadas funcdes cujo dominio era continuo, no tempo e na frequéncia, fato
que permite a aplicagdo da transformada de Laplace e suas respectivas propriedades. Todavia,
como podem ser resolvidos problemas cujos dominios sdo discretos no tempo? A resposta é um
equivalente da transformada de Laplace: a transformada Z. Para aplica-la, deseja-se que o dominio
seja representado por uma sequéncia x[n], isto é, um conjunto ordenado de elementos.

No contexto de sistemas dinamicos, entdo, a transformada Z permite obter a relacdo entre a
resposta amostrada h[n] e a fung@o de transferéncia H (z) do sistema proposto, por exemplo.[5] Por
definigdo, a transformada Z de x[n] é dada por

“+o0

X(z) = Z{z[n]} = Z z[k]z7* (5.1)

k=—o00

para z € (), isto €, o conjunto z € C para o qual a soma acima ¢ finita. O dominio da transformada
¢ definido por restri¢des sobre 0 médulo de z no somatdrio, ao analisar a sequéncia x[n], conforme
definido por cada caso abaixo.

Caso 1: Se z[n| tem durag@o finita, o dominio 2, é todo o plano complexo, exceto z = 0 e/ou
|z| = o0.

Caso2: Se z[n] = 0:n > m, m € Z, o dominio (se existir) é o exterior do menor circulo que
contém todos os polos.

Caso 3: Se z[n] =0:n < m, m € Z, o dominio (se existir) é o interior do maior circulo que nao
contém nenhum polo.

Como a transformada de Laplace, a transformada Z possui um conjunto importante de proprie-
dades, a serem dominadas antes de conhecer suas aplicacdes. Elas estdo listadas adiante.
Propriedade 1: Para x[n] = d[n] (fungdo impulso),

ZEM = 3 Sk= =1, Q5 =C (5.2)

k=—o0

Propriedade 2: Caso o limite z — 1 de Z{x[n]} exista, seja finito e dnico, entdo

Z{apl}| _ = > alk], z=1€9, (5.3)

k=—00

Propriedade 3: Para z[n] = a"u[n],

n = /a\" z

Z{a u[n]}zZ(z) - Q. ={:€C| > fal) (5.4)
n=0
Analogamente, caso x[n] = —a"u[—n — 1], logo
" ! 2\ 7" z

Z-au-n-1= ¥ (3) =2 o={zeCll<l} ()

n=—oo
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Propriedade 4: A transformada Z ¢ linear,
Z {Z akxk[n]} =Y arZ{zin]}, Q=% N, N..NQ, (5.6)
k=1 k=1

Propriedade 5: Caso a sequéncia seja dada pela convolugdo de outras m sequéncias, logo

Z{x1[n] * za[n] * ... x 2 [n]} = ’f[ Z{xgnl}, Q= N, N..NQ,, (5.7)

Propriedade 6: Para y[n| = n™z[n| : m € N, entio,

Z{n"zn]} = (—zi)m 2 {z[n]} (5.8)

Propriedade 7: A transformada admite atraso (deslocamento a direita), tal que
Z{z[n — mluln —m|} = 27" Z{z[nluln]}, meZ, (5.9)

Analogamente, pode-se fazer o avanco (deslocamento a esquerda),

m—1
Z{xz[n + mlu[n]} = 2™ (Z{x[n]u[n]} -y x[k]zk) , meLy (5.10)
k=0
Propriedade 8: A transformacdo de uma combinatéria é
n+m\ , Zm
Z{( . )a u[n]}:(z_a)m“, meN, |z] > |a] (5.11)

Esta transformada também admite deslocamento, de forma que

z { (;)M’mu[n]} - (Z_'Z)mH meN, |z| > |a| (5.12)

(g) - ﬁl(a&i B)!

Propriedade 9: A transformada € reversivel no tempo,

onde

yln] = z[-n] = Y(z) = i z[k]2F = X (27, Q,={"'e} (5.13)

k=—o00

Propriedade 10: Considere z[n| um sinal a direita de n = 0, isto é, x[n] = x[n]u[n| com z[0] finito,
cuja transformada X (z) possui dominio €2, ndo vazio. Entdo,

z[0] = ‘llim X(z) (5.14)
Z|—0o0
Também, considere X (z) com dominio |z| > p: 0 < p < 1. Se o limite m — oo de x[m] for

finito, consequentemente
lim z[m] = lim(z — 1) X (2) (5.15)

m—r00 z—1
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Propriedade 11: A transformada Z possui inversa,
Z{z[n]} = X(2) & zn]=Z2"{X(2)} (5.16)

a qual, no caso de fragdes de polindmios racionais, corresponde ao quociente da divisdao pelo
método de Briot-Ruffini. Se x[n] for um sinal a direita, a divisdo deve comegar pelos termos
de maior ordem. Caso x[n] seja um sinal a esquerda, comega pelos termos de menor ordem.

Ainda, por tratar-se de uma manipulagdo de séries, € relevante relembrar como calcular algumas
somas de progressdes geométricas para aplicar a transformada Z. Particularmente, para a € C,
m 1— am+1

>t =

= 1—a

Caso |a| < 1, a forma acima é simplificada, quando m — oo, para

> 1
kE_
];)a Cl—a

5.2 Resumo tedrico 11

Com o conhecimento da defini¢do, das manipulacdes algébricas e propriedades atreladas a trans-
formada Z, faz-se necessario conhecer algumas de suas (diversas) aplicacoes.

Por exemplo, imagine uma sequéncia de eventos x[n| cuja ocorréncia de cada z[n + m| depende
apenas do evento anterior z[n + m — 1], de acordo com uma distribui¢do probabilistica. Em outras
palavras, sejam varidveis aleatérias discretas X7, Xo, X3, que ocorrem nesta ordem, tal que

Py 1x0,3x, (03|72, 1) = Py x, (T3]72)

Uma relagdo imediata do problema anterior (denominado cadeia de Markov) com a transformada
Z seria aplica-la para determinar métricas estatisticas relevantes da distribuicdo de P,.(-|-), como
sua esperancga ou variancia. A fim de fazer isto, primeiramente, sao necessarias algumas defini¢oes
sobre os termos a serem usados nesta aplicag¢do, conforme listado abaixo.

Definicao 1: Uma varidvel aleatoria (VA) discreta € uma funcdo X a qual estd associada uma
distribuicdo

P(X =k)=plk] >0 tal que i plk] =1 (5.17)

k=—o00

Defini¢ao 2: A esperanca (ou valor esperado) de uma f(X) é

E(f(X)) = Zk: f(k)plk] (5.18)

Definicao 3: O momento de ordem m de uma VA é

E(X™) =S k™plk], meZ, (5.19)

Definicao 4: A média estatistica € o momento de primeira ordem,

F=E(X) =Y kplk (5.20)
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Definicao 5: A varidncia de uma VA é
o*(X) = (k- z)*p[k] (5.21)
A partir das defini¢des sdo construidas as propriedades das medidas estatisticas em relacdo as
varidveis aleatdrias, sequéncias e a transformada Z.
Propriedade 1: A variancia estd relacionada a0 momento por
o?(X) =E(X?) —E(X)? (5.22)

Propriedade 2: Para um conjunto de VAs X, X, ..., X, independentes entre si, segue que

B(ACG) LX) (X)) = T BUAO) (5.23)

Propriedade 3: A defini¢éo da transformada (5.1]) estéd relacionada a esperancga e a probabilidade
da VA assumir um valor especifico, isto &,

Gx(2) = Z{pll) =B} = 3 P(X = k)2* (520

k=—o00
Propriedade 4: A fungdo G x(z) fica bem definida quando
Z{plnl}| _ =Gx(1) =1 (5.25)

Propriedade 5: Os momentos podem ser escritos em termos do operador derivada,

E(XW)z(zjz) Z{pnl} = Z(n"plnl}, m e Z, (5.26)

Analogamente, para a variancia,

= (o) 2o, - (o2t

21>2 (5.27)

Propriedade 6: Sequéncias p[n| a direita do zero podem ser calculadas a partir da série de Taylor,

Gx() =3~ L)

1
—— " & pln] = =G0 5.28
2 i 2 & pln] = SGX(0) (5.28)

z=0

Propriedade 7: Sejam X, Xy, ..., X,, VAs discretas independentes, e seja também W = >, a,; X;.

Entao,
Gw(z) =E(") =[] Gx, (=) (5.29)
i=1
Ademais, se cada VA estiver relacionada a uma sequéncia x1[n], xo[n], ..., x,[n],
Gw(z) =Y _plk]" & pln] = z1[n] x x2[n] * ... x 2, [n] (5.30)

k
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5.3 Exercicios propostos

PR 252022

Determine a sequéncia x[n] cuja transformada Z é dada por

1<|z] <3

Solucao

O primeiro passo € reescrever a equagao tal que fique isolado o termo X (z)/z. Assim,

X(z) —z—21 A B

z (z+1)(z—3)_z+1+z—3

Resolvendo as fracdes parciais,
A(z—=3)+B(z+1)=—2—-21
2=3:4B=-24 = B=—6
z=—1:—-4A=-20 = A=5
Portanto, reescrevendo X (z) a partir da fragdo parcial encontrada,

B 5z 62
T z41 z-3

X(2)

Esta forma conveniente permite escrever a sequéncia z[n| utilizando (5.4)) e (5.5),

X(2) = 5Z2{(=1)"u[n]} = 62{-(3)"u[-n — 1]}

. lz[n] = 5(—=1)"u[n] + 6(3)"u[—n — 1]

Note que o intervalo para |z| definido no enunciado € essencial para saber qual propriedade
usar em cada fracdo, uma vez que ambas dependem de um dominio €2, particular.

PR 152022

Determine o valor da soma

Solucao

Utilizando a propriedade (5.3) com z[n] = (n + 1)2-("+1),

fj (n+1)2-"D = Z{(n + 1)24"“)}\

=1
k=—00 z

O limite inferior do somatério pode ser modificado usando uma sequéncia degrau, ou seja,
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Solucao continuacao

o0

S (n+1)27") = Z{(n + 1)27 " y[n]}

z=1

Aplica-se entdo a propriedade ([5.6|) para separar a expressao e manipuld-la,

2o+ vzl = 2 {a (3) w4 2{(5) " it} -

e (3 o2 ] -
=312{(0) ) w2 {(5) )]
Finalmente, via e (5.4), respectivamente,

=t ; ((z(i@;)? T _21/2> =1 ; GZ 11/2> -

PR 152023

Z{(n +1)2="+Dy[n]}

Determine, para uma sequéncia cuja transformada Z € dada por

423 + 1622 — 382
(z—1)(z+2)(z—4)

Y(z) =

(a) y[0] para €2, = {|z| > 4} e (b) y[—1] para Q, = {|z] < 1}.

\

Solucdo

O denominador de Y (z) esta fatorado, mas ¢ de interesse que ele esteja na forma polinomial.
Assim sendo,

B 423 4+ 162% — 382

23 —322-62+8

Ademais, os polos desta funcdo estdo em p; = 1,p, = —2,p3 = 4, 0 que implica o dominio
Q, = {|z| > 4} ser exterior ao menor circulo, no plano complexo, que contém todos os
polos. Isto faz da sequéncia correspondente da func@o, y[n|, um sinal a direita de n = 0 de
acordo com o caso 2. Por conseguinte, pode-se aplicar ([5.14]),

Y (2)

3 2 2
y0] = lim 4;; +1262 — 38z _ lim 4+16/z—38/z 1]
2[00 23 — 322 — 6248  |sfso0 1 —3/2—6/2248/23
Analogamente, quando o dominio é Q, = {|z| < 1}, ou seja, o maior circulo que ndo
contém nenhum dos polos, tem-se um sinal a esquerda. Portanto, a forma vidvel de calcular
a sequéncia € pela divisdo de polindmios pelo método de Briot-Ruffini. Porém, ao invés de
fazer todo o processo, note que interessa apenas o primeiro termo, y[—1], o que simplifica a

divisdo para os menores termos de cada polindmio, via ! Assim,

yln] = y[—1)z +y[-2]2% + ... = y[-1]z = _:;82 oyl = _388 _ _29
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A transformada Z da distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatdria discreta é

X & 2z + 22
= = = = 2
E(z") zk:z P(X =k) 322 2| <
Calcule (a) P(X = 1) e (b)amédia E(X) = > kP(X = k).
Solucao
Usando as equacdes ([5.17]), (5.24) e (5.28),
d [ 22+ 22
Xy _ — 1) — — Wi =2 i
B) = Gx(2) = POC=1) =] =600 = (250 |
3(2)* 1

CP(X = 1) = (3(2 —2)°(2+ 2z)9?29£256z) (=1)(22 + 2 ))

Por sua vez, via ((5.26) com m = 1,

d [ 2z+ 22 (32(2 - 2)%(2422) — 92(2 — 2)*(—1)(22 + 27)
00 == (3 b = )

9(2 — 2)8
Note que nao houve necessidade de calcular a derivada novamente, apenas multiplicar o
resultado obtido anteriormente por z. Avaliando-o em z = 1,

z=1

() = A0 190 _[T

5.4 Algoritmos de resolucao

Exercicio 13

Dados: Transformada X (z) e o intervalo de |z|.
Objetivo: Determinar a sequencia z[n| correspondente.

1. Reescrever a fungdo fornecida, isolando o termo X (s)/s.
2. Expandir em fragdes parciais e resolvé-las, isolando X (s) ao final.

3. Utilizar a propriedade adequada para escrever a sequéncia de cada termo, prestando
atengdo no intervalo de |z| determinado no enunciado.

Exercicio 14

Dados: Somatério de uma fun¢do a”.
Objetivo: Determinar o valor da soma.

1. Utilizar (5.3)) para relacionar a soma a uma Z{-} (usando degrau, se for o caso).

2. Manipular a expressao até uma forma conveniente para aplicar as propriedades corres-
pondentes, e resolvé-las.
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Exercicio 15

Dados: Transformada Y (z) de uma sequéncia.
Objetivo: Determinar (a) valor inicial y[0] em €2, e (b) valor especifico y[k] em €2,,.

1.
2.

Determinar os polos da fun¢do transformada e identificar os de maior e menor médulo.

Caso sejam aplicaveis, utilizar os teoremas do valor inicial ([5.14]) e final ([5.15]).

. Caso os teoremas nao sejam aplicaveis, fazer a divisao polinomial via Briot-Ruffini.

Neste caso, € importante buscar possiveis simplificacdes (calcular apenas o termo de
menor ordem, por exemplo).

Exercicio 16

Dados: Transformada Z de uma distribui¢do de probabilidade da VA X.
Objetivo: Determinar P(X = 1) e E(X).

I.

Para encontrar P(X = 1), basta calcular a derivada da transformada e avalid-la em
z=0.

Para E(X), basta multiplicar a derivada encontrada anteriormente por z e avaliar o
resultado em z = 1.
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“ Equacoes a diferencas

6.1 Resumo tedrico

No capitulo anterior, foi estabelecida uma relac@o entre sequéncias, provenientes de um dominio
discreto no tempo, e sua representagdo em outro dominio z através da transformada Z. Todavia,
ainda ha de ser explorado o equacionamento destas sequéncias e como manipular estas equagdes, o
que seré feito a seguir, através de equacoes a diferencas.

Em particular, estas equacdes devem ser lineares e com coeficientes constantes, ou seja, da forma

> apyln+ k] =D bjxin + j] (6.1)

k=0 §=0

Estas podem ser resolvidas utilizando a transformada Z, utilizando as mesmas propriedades vistas
anteriormente, em particular ((5.10), (5.11)) e ((5.12). A forma de aplica-las sera mostrada com mais
detalhe ao longo da resolugdo de exercicios.

Concentra-se agora na aplicacdao do método dos coeficientes a determinar para sequéncias discre-
tas. Como um paralelo do método para o dominio continuo, sdo utilizadas as propriedades abaixo.

Propriedade 1: Um conjunto se sinais y = {yx[n],k = 1,2,...,m} € linearmente independente
(LI) se, e somente se

> aykln] =0,Vn & ¢, =0,k=1,2,...m (6.2)
k=1

Por conseguinte, y;[n] = A7, yo[n] = A} sdo LI apenas quando \; # .
Propriedade 2: As funcdes yy[n] = \", y2[n] = yi[n + k| s@o linearmente dependentes.

Propriedade 3: A sequéncia y[n] é solucio da equacdo homogénea

ZXMMMZ(é;%ﬁ>MM=0 (63)

se, e somente se, D(\) = 0, ou seja, se A for raiz desta, para todo n € Z. Esta solugdo é de
ordem m, e dada pela combinagdo linear de seus m modos proprios.

Nesta propriedade em particular, destaca-se que as raizes definem os modos préprios da solucao
e, a depender do tipo de raiz, a solucao desses modos € diferente. Elas seguem os casos adiante.

Caso 1: Raizes distintas, Ay, # Ai, para todo i # j, os modos préprios sdo A\p, k = 1,2, ..., m.
yln] = 3 A} (6.4)
k=1

Caso 2: Raizes repetidas, A\; = \; em um conjunto ¢ # j com multiplicidade r (ou seja, os A sdo
iguais 7 vezes), os modos préprios sdo A", ..., n" "I\,

y[n] = i AgnFtAn (6.5)

k=1
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Propriedade 4: Uma equacado ndo homogénea

D] = N@)elal, onde Dp) = 3 o NGp) = Xk (66)

tal que «v,,, = 1, pode ser resolvida sempre que x[n] for solu¢do de uma equagéo a diferengas
homogénea da forma

D(p)a[n] =0 (6.7)
onde D(p) contém os modos for¢ados da solugio.

Propriedade 5: A solugdo forcada de uma equagao nao homogénea pode ser encontrada através da
solucdo de

D(p)ysIn] = N(p)z[n] < D(p)D(p)ys[n] =0 (6.8)

cujas raizes sao as que resolvem D(v) = 0. Considerando que hd m modos for¢ados, com
suas respectivas multiplicidades (como nos casos 1 e 2 das raizes da solucio homogénea),
entdo gy [n] é a sequéncia que os representa. Assim sendo, a solugdo fica da forma

mngmmm (6.9)

Assim como o resumo tedrico do método dos coeficientes a determinar se assemelha, no caso
discreto, ao caso continuo (visto no capitulo 3), os exercicios também utilizam conceitos andlogos.
Isto sera evidenciado a seguir.

6.2 Exercicios propostos

PR 152022

Determine
(a) A fung@o de transferéncia do sistema y[n + 1] — 5y[n| = z[n + 1]
(b) A solugdo for¢ada para a entrada x[n| = j + (j)"

Solucao

O processo para determinar a funcdo de transferéncia é simples, reescrevendo o sistema
através do operador derivada,

(z=5)Y(2) =2X(2) = |H(2) =

Esta permite calcular a solugdo forcada para uma entrada da forma x[n] = >}, ax(zk)"
como a soma

il = 3 ) (20"

No caso desse exercicio, nota-se que z[n| = j(1)" + (j)" e, portanto,

wlnl =B+ HGG) = |5 + =50
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(a) Determine H (z), isto é, a transformada Z da resposta ao impulso (causal) h[n] do sistema
descrito pela equagdo a diferencas

y[n + 2] +y[n + 1] — 6y[n] = 4x[n + 2] — 17z[n + 1] — 12z[n]

(b) Determine h[n]| = Z71{ H(z)} (condigdes iniciais nulas)

\.

Solucdo

Dada a equacdo a diferencas, faz-se a transformada Z termo a termo, a fim de encontrar a
funcdo de transferéncia,

422 — 172 — 12
224+ 2-6

(p* +p—6)y[n] = (4p* — 17p — 12)z[n] = |H(z) =

O denominador € reescrito, visando isolar a fracdo H(z)/z e, em seguida, reescrever a ex-
pressao em termos de fracdes parciais,

H(z) 42*2—-17z2—-12 A B C

2 22(2—2)(2—1—3) ;+z—2+z+3

Resolvendo a expressdo acima, a fim de encontrar uma forma conveniente,
Az — 2)(2+3) + Bz(2 +3) + Cz(z — 2) = 42> — 172 — 12
z2=0:—-6A=-12 = A=2
z=2:10B=-30 = B=-3
z2=-3:1C=7 = C=5
Substituindo na expressao original e isolando a funcao de transferéncia,

3z 5z

H(z)=2—
(z) z—2+z+3

Finalmente, via (5.2)) e (5.4),

PR 252023
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(a) Determine Y (2) = Z{y[n|u[n]}, isto é, a transformada Z da sequéncia y[n]u[n], a solu¢do
paran > 0 da equagdo a diferencas

yln + 2] +y[n+ 1] +4y[n] =0, y[0],y[1] dados

(b) Determine y[n| para y[0] = 5, y[1] = —4.
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Solucao

A partir da equagdo a diferengas, multiplica-se ambos os lados por u[n] para encontrar a
sequéncia desejada; em seguida faz-se uso da propriedade ([5.10)),

y[n + 2Ju[n] + 4y[n + 1ju[n] +4y[n] =0

22y[0] + zy[1] + 4zy[0]

(2v(2) = 2 (o] + Zul1]) ) +4 (Y (2) — slo))+4¥ (2) = 0 . |y (z) = LA

Como feito anteriormente, esta equacdo pode ser reescrita utilizando fracdes parciais até

chegar em um formato conveniente. Para tanto, usa-se os valores y[0] = 5, y[1] = —4,
522 —42+20z  Y(2)A B C
Y = . .
(2) (z+2)2 oz z+z—|—2+(z+2)2

A(z+2)* + Bz(z +2) + Cz = 52° + 162
2=0:A=0
z2=-2:-20=-12= C=6
2=1:3B+C=21 = B=5
Finalmente, via e (b.12),
Dz 62

m PR 152023
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= |yln] = (5(=2)" + 6n(=2)""")uln]

(a) Determine a solugdo forcada para
y[n + 1] + 2y[n] = 10(—2)"

(b) Determine a solugdo para y[0] = 5.

\.

Solucdo
Note que a solugdo estd na forma D(p)y[n| = z[n],
(p +2)y[n] = 10(=2)"
Uma equacdo na forma z[n] = ab” pode ser generalizada como z[n + m] = b™(ab™). Logo,

(p+2)zn] = z[n + 1] + 2z[n] = (=2) (10(—=2)") + 20 (10(—2)") =0

. D(p)=p+2
Com conhecimento do polindmio aniquilador, segue que D(p)D(p) possui apenas m = 1
modo forcado (no caso, v = —2), com multiplicidade 2, o que implica

Pela equacao , € imperativo que a solucao forgcada siga a equacdo original, ou seja,

(p+2) (bn(=2)") = b(n + 1)(=2)""! 4 2bn(—2)" = 10(—2)"
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Solucao continuacao

Por conseguinte,

b=15 . |ysln] = 5n(-2)"

O préximo passo apOs conhecer a solucdo forcada é determinar a solu¢ao homogénea, para
assim conseguir a solu¢do completa. Isso é feito retomando a equagdo original, fazendo-a
homogénea,

z

yn+ 1] +2y[n] =0 . (2Y(2) — zyn[0])) +2Y(2) =0 = Y(2) = yh[O]Z 2

Via (|5.4)), a transformada inversa fica na forma

yn[n] = yn[0](=2)"u[n] = ya[0](=2)"

O valor y;,[0] ainda ndo € conhecido, mas y[0] (do enunciado) e y¢[0] (calculado anterior-
mente) sdo. Como eles devem formar, obrigatoriamente, uma combinagao linear, deduz-se

yn[0] = y[0] = y;[0] =5 -0 =5 = yu[n] = 5(=2)"

Finalmente,

yln] = yy[n] + ynln] = —5n(=2)" +5(-2)"

PR 152023

Determine uma equacao a diferencas homogénea e as condicoes iniciais que produzem como
solucdo a sequéncia
yln] = (1 +n+n*)(-2)"

Solucao
O primeiro passo € expandir a equagdo e escrever a funcao de transferéncia correspondente,

z 2z +—2z2+4z
z24+2  (2+42)? (z+2)3

y[n] = 1(=2)" +n(=2)" + n*(—2)" = Y(2) =

usando as propriedades (5.4]) e (5.12)). Ela serda usada adiante para calcular a solucéo final.
Porém a partir da forma expandida é que se pode deduzir um polindmio aniquilador. Visto
que y[n] é de grau N = 2, entdo a solugdo candidata deve ter grau NV + 1 = 3, isto &,

D(p) =p* + Ap* + Bp+C talque D(p)y[n] =0
Usando novamente o fato que y[n| = ab™ implica y[n + m] = b™(ab"),

(=2)""+

Dpy[n] =1+ n+3)+n+3))(=2)"+ A1+ (n+2)+ (n+2)?)
2 )n — 0

+B(1+(n+1)+ (n+1)H)(=2)"" +C(1 +n +n?) (-2
Dividindo toda a expressdo por (—2)™ e abrindo os termos,

(n* 4+ T +13)(=2)> + A(n* +5n +7)(=2)> + B(n*+3n +3)(=2) + C(n*+n+1) =0

39



Solucao continuacao
Isolando os termos de cada poténcia de n,
(=8 +4A —2B + C)n* + (=56 + 204 — 6B + C)n + (=104 + 284 — 6B + C) = 0
Para que a expressao fique nula, serd imposto que todos os termos também sejam, tal que

4A-2B+C =38
20A - 6B+ C =56
284 - 6B+ C =104

Resolvendo o sistema linear acima, obtém-se A = 6, B = 12, C' = 8 e, portanto,
D(p) =p* +6p* +12p+8 = (p +2)°

Ufa. Ap6s esta manipulagio, pode-se escrever a expressio de D(p)y[n] utilizando a equacio
(5.10]), e em seguida isolar a fungdo de transferéncia,

(z3 — 23y[0] — 2%y[1] — zy[?])+6 (Z2Y(Z) — 22y[0] — zy[l])—i—l? (2Y (2) — zy[0]))+8Y (2) =0

yl0]2° + (y[1] + 6y[0])=* + (y[2] + 6y[1] + 12y[0])=

23 +6224+ 122+ 8
Comparando com a fung¢ao de transferéncia originalmente utilizada — a qual possui 0 mesmo
denominador — € construido um sistema linear para uma nova solucao,

“Y(z2) =

2+ 4z ylo] =1
Y(z) = EFe)E = qy[l] +6y[0] =0
y[2] 4+ 6y[1] + 12y[0] = 4

Resolvendo o sistema linear, finalmente encontra-se uma realiza¢ao

(p® +6p° +12p+8)y[n] =0 talque y[0] = 1,y[1] = —6,y[2] = 28

6.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 17

Dados: Equagio a diferengas f(y[n]) = g(x[n]) e uma entrada x[n].
Objetivo: Encontrar a fung@o de transferéncia e a solugio forcada para a entrada x[n].

1. Reescrever o sistema e calcular a fun¢io de transferéncia H (s) por definigdo.
2. Escrever a forma geral da solugdo forgada e compara-la com a entrada fornecida.

3. Calcular a solugao forcada.

Exercicio 18

Dados: Equagio a diferengas f(y[n]) = g(x[n]).
Objetivo: Determinar a fungo de transferéncia H(z) e sua anti-transformada, h[n].
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1. Reescrever os sistema e calcular a funcéo de transferéncia H (z) por defini¢do.
2. Isolar o termo H(z)/z e reescrever a fungdo resultante em fra¢oes parciais.
3. Multiplicar a igualdade por z para obter H (z) em um formato conveniente.

4. Aplicar a propriedade equivalente para encontrar h[n).

Exercicio 19

Dados: Equagio a diferengas homogénea f(y[n]) = 0 e condi¢des iniciais.
Objetivo: Determinar a transformada Z de y[n]u[n] e a solu¢@o geral y[n].

1. Multiplicar, se necessario, ambos os lados da igualdade pela fun¢do degrau.
2. Aplicar as propriedades correspondentes, no dominio transformado, para achar Y (z).
3. Reescrevé-la por meio de fracdes parciais, até chegar em uma forma conveniente.

4. Aplicar as propriedades correspondentes para obter y[n].

Exercicio 20

Dados: Equagio a diferengas f(y[n]) = g(n) e condigdes iniciais.
Objetivo: Determinar a solugao forcada y¢[n| e a geral, y[n].

1. Escrever a saida de forma generalizada, a fim de encontrar o polindmio aniquilador.
2. Determinar a quantidade, o valor e a multiplicidade dos modos for¢ados associados.
3. Encontrar os valores das constantes da forma geral.

4. Calcular ys[n] com as informagdes anteriores.

5. Retomar a equagdo original, igualando-a a zero, para encontrar um termo com yj[0].

6. Usar y[n| = y¢[n] + yn[n] para isolar a solugdo homogénea.

Exercicio 21

Dados: Sequéncia y[n| = f(n).
Objetivo: Determinar a equacio a diferencas homogénea e as condicdes iniciais.

1. Reescrever a sequéncia de forma explicita e encontrar a fungéo de transferéncia Y'(z).

2. Encontrar o polindmio aniquilador D(p) a partir da forma explicita, primeiro
escrevendo-o de forma genérica e manipulando a equacio para encontrar os valores
das constantes.

3. Escrever D(p)y[n] e isolar uma nova fungio de transferéncia.

4. Comparar a nova fun¢do com a original € montar um sistema de equagdes que permita
calcular todas as condi¢des iniciais.
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Variaveis de estado

7.1 Resumo teodrico

Os sistemas estudados nesta disciplina foram, até entdo, introduzidos por meio de equagdes cuja
resolugdo visava mostrar algum tipo de relacao entre entrada e saida. Apesar de interessante e impor-
tante, esta abordagem pode ser limitada quando trata-se de casos mais complexos, especificamente
nos quais as equagdes possuem dependéncia mutua.

Neste contexto, uma nova abordagem hd de ser usada: as varidveis de estado (ou internas).
Através delas, sistemas de entrada z(t) e saida y(t) dnicas (single-input single-output, SISO) podem
ser descritos por sistemas de equagdes de primeira ordem do tipo

0(t) = fo(t), x(t),1), y(t) = g(v(t),z(t),1), teR (7.1)

de forma que o vetor de varidveis de estado v(t) — composto pelas solu¢des da equagdo acima —
¢ univocamente determinado a partir da condi¢@o inicial v(0) e entrada =(¢). Em outras palavras,
dada uma entrada e suas condi¢des iniciais, elas t€m como solu¢do tinica uma trajetéria em R™.
Por se tratar de um espaco m-dimensional, a representacao das trajetérias nao € intuitiva. To-
davia, uma simplificag¢do intuitiva pode ser adotada: representar graficamente duas (ou trés) das
componentes do vetor v(t) = [v1(t), va(t), ..., vy (t)]. Isso é feito em um espago de fases, no qual
0s eixos correspondem as componentes, € o tempo fica parametrizado, conforme o exemplo abaixo.

13 -20 Y

Espago de fases em um sistema cadtico, denominado atrator de Lorenz.[0]

Uma aplicacao curiosa desse fendmeno € vista em um péndulo magnético, por exemplo.
Em um sistema dindmico, a solu¢@o pode ter valores para os quais € fixa (ndo depende do tempo),
nos chamados pontos de equilibrio. Formalmente,

f(0,2) =0 (7.2)

Via de regra, N equacdes, cada qual de ordem M, possuem M pontos de equilibrio em RY. Para
saber como o sistema se comporta em torno deste ponto, escreve-se

0= Av + Bz y=Cv+ Dx (7.3)

onde A, B, C, D sao os jacobianos

(7.4)


https://www.youtube.com/watch?v=yQeQwwXXa7A

A partir de uma aproximagao linear dos jacobianos A e B, o comportamento do sistema pode ser
classificado de trés formas: assintoticamente estavel, instavel ou indeterminado.

1. Se os autovalores ) 4 tiverem parte real negativa, o sistema € assintoticamente estavel.
2. Se os autovalores A4 tiverem parte real positiva, o sistema € instavel.
3. Se os autovalores \ 4 tiverem parte real nula, o sistema € indeterminado.

Com o conhecimento de varidveis de estado e sistemas dindmicos acima, pode-se descrever algumas
de suas propriedades e caracteristicas de suas solucoes.

Propriedade 1: As trajetérias jamais se cruzam no espago de fases, pois o sistema ndo pode evoluir
diferentemente a partir de um mesmo ponto, isto €, qualquer ponto estd em um caminho tnico.

Propriedade 2: Considere a equagio diferencial D(p)y(t) = By (t), como visto em ((3.13)). Seja

D(p) = axp” (7.5)
k=0
Segue que, em notacao matricial,
[0 1 0 0 | [0 ]
0 0 1 0 0
v=Av+br=| : : S : vt || (7.6)
0 0 0 1 0
|—Qp —Qp —Qg o —Qup | _50_
y=cot+dr=[100 - 0]v+][0]z (7.7)

Propriedade 3: Considere agora a equacdo diferencial D(p)y(t) = N(p)x(t), onde o grau de D(p)
¢ igual ao de N(p). Sejam

D(p) = i ap®  N(p) = i Brp® (7.8)

Segue que, em notacao matricial,

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
b=Av+br=| : i . i v+ iz (7.9)

0 0 0o - 1 0

|~ —op Q2 — Qe _1_
y=cv+dr = {Bo By By - Bm,l} v+ {ﬁm} x (7.10)

onde -
B = Bj — Pmay (7.11)
Propriedade 4: A solucgdo das varidveis de estado de um sistema SISO ([7.3)) possui forma fechada,
. N(p)

= le(pl — A b+d|r =" 7.12
v=[etol =)0+ d)a = 58 (712)
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Propriedade 5: A representagio de estado (A, b, ¢, d) produz a mesma equagao diferencial que sua
representagdo dual de estado (A, ¢,V d), de forma que

(c(pl — A)'bo+d) = (pl — A) ' +d) = ]1\)[83 (7.13)

Os conceitos explorados anteriormente podem parecer abstratos a primeira vista. Portanto, fazer
alguns exercicios € ideal para explora-los de forma mais palatavel.

7.2 Exercicios propostos

PR 152023
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(a) Determine os pontos de equilibrio (v, v3) € R? do sistema abaixo para z = 0,

1‘}1:(U1+1)<U2—3)—517:1)1U2—3U1+U2—3—5I
By = (v — 3)(va + 1) + 227 = v103 — 302 + vy — 3+ 227

(b) Para cada ponto de equilibrio, determine o jacobiano, isto é, o sistema linearizado (A, B)
tais que em torno dos pontos de equilibrio tenha-se

v=Av+br veER

e avalie o comportamento (assintoticamente estavel, instavel ou indeterminado) a partir da
aproximacao linear.

.

Solucao

Como o objetivo é encontrar os pontos de equilibrio do sistema, utiliza-se a equagao ((7.2]),
tal que v; = ¥y = 0 simultaneamente. Isto ocorre, para x = (0, quando

@120@61:—1,62:3
1')2:(){:}1_}1:3,1_}2:—1

Portanto, os pontos possiveis sdo (v1,v2) = (—1, —1) ou (v, v2) = (3, 3).
A partir das equacdes dos jacobianos mostradas em ([7.4)), escreve-se

A= 6@1/82)1 8@1/8’02 - U2—3 U1+1
N 87'}2/8’(}1 8'1.12/81)2 N U2—|—1 ’01—3

p= o] = [

oo =3 w+1] [-5
e +1 v —3 4z

No primeiro ponto, (v;,73) = (—1,—1), logo

S v

Portanto,
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Solucao continuacao

Calcula-se em seguida os autovalores da matriz A,

det (A—XMal) =0 & (=4—=2a)* =0 . | dag = dap = —4

Como ambos possuem parte real negativa, o primeiro ponto € dito assintoticamente estavel.
Partindo para o segundo ponto, (v, v2) = (3, 3),

SN

det (A= Mal) =0 N —16=0 .. |[Aa1 =4, g0 =—4

Como um dos autovalores possui parte real positiva, o ponto € dito instavel.

PR 152023

Determine uma realizac@o (A, b, ¢, d) para o sistema linear invariante no tempo descrito pela
equacao diferencial

=Ty 45— 4y + 2y =—2F 428 — i+ 20 —x

Solucao
O primeiro passo € reescrever cada lado da equagdo no enunciado com o operador derivada,

D(p) = aup* + asp® + agp® + ayp' + agp” = p* — 7p® +5p* — dp + 2
N(p) = Bap* + Bsp® 4 Bop® + Pip* + Bop® = —2p* +2p° —p* +2p — 1

Isto € uma forma conveniente de escrever «, 8 nas equacdes tal que elas sigam o formato
descrito em ([7.9)) e ([7.10]). De acordo com estas, fica trivial perceber que

A=

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 11 1|0 0

~N = O O

1
0
0
—qp —Qp —Qg —Q3 -2 4 =5

_— o O O

Especificamente para c, deve-se calcular os valores 3; de acordo com (|7.11)),

60250—54%:3 53263—54043:—12

Finalmente,

c=[b B B B)=[3 —6 9 -12]
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7.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 22

Dados: Sistema de EDOs em termos de v, vs.
Objetivo: Encontrar os pontos de equilibrio (v;, v2) e avalid-los em termos de estabilidade.

1. Garantir que v, e ¥, estao escritos na forma

’Z'Jl = (Ul + CL)(UQ + b)
2.22 = (Uz + C)(’Ul -+ d)

e escolher os valores de vy, v tal que v; = ¥, = 0 simultaneamente, ou seja,
(—a,—c) (—b,—d)
2. A partir do sistema de equacdes, calcular os jacobianos A, B via , € escrever v em
termos de ambos.
3. Determinar © nos pontos de equilibrio.
4. Para cada caso, calcular os autovalores da matriz A usando det (A — A\ 41) = 0.

5. Classificar o sistema de acordo com a estabilidade, a depender do sinal dos autovalores.

Exercicio 23

Dados: Equagio diferencial do tipo D(p)y(t) = N(p)z(t).
Objetivo: Determinar uma realizacdo (A, b, ¢, d) correspondente.

1. Escrever explicitamente os termos D(p) e N(p), caso a equagdo nao esteja nesta forma.

2. Relacionar as expressdes acima as respectivas defini¢des, em ([7.8)).

3. Calcular os parametros utilizando ((7.9)), (7.10)) e (7.11]).

Neste tipo de exercicio, pode também ser imposta uma forma da matrizes b ou ¢ no enunciado,

o que poderia obrigar a resolug¢do do passo 3 a seguir ([7.5)), (7.6 e (7.7]). Caso nada seja
especificado, fica a critério do aluno escolher qual o melhor método.
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“ Resolucao de equacoes de estado

8.1 Resumo tedrico

Ao longo do capitulo anterior, houve uma discussao sobre varidveis de estado e algumas propri-
edades de sistemas descritos por elas. O foco principal foi a determinag@o de pontos de equilibrio e
realizagdes de um sistema dinamico. Porém, as varidveis de estado permitem a descri¢do de muitos
outros parametros relevantes, a serem explorados neste capitulo pelas equacdes de estado.

Para tanto, considere equagdes homogéneas, da forma

v=Av, v(0)=1vy€R"

Caso o sistema de equagdes montado através da matriz seja triangular (esteja perfeitamente esca-
lonado) entdo as equagdes podem ser resolvidas de forma recorrente, componente a componente.
Admitindo que este seja o caso, pode-ser determinar a equagdo polinomial de grau n

A(N) = det(A] — A) =0 (8.1)

onde ) € raiz da equagdo caracteristica de A e, portanto, um autovalor desta matriz.
Com algum trabalho matemaético, aqui omitido, pode-se chegar a uma solugdo geral para a funcao
v(t) da solu¢do homogénea, dada por

v(t) = exp(At)vg = L{(s] — A) v (0)} (8.2)

Observe que esta solucdo envolve algo inconvencional: uma matriz como expoente de uma funcao.
Sera que isso faz sentido? Isto pode soar estranho porque, pela definicdo comum de exponencial,
nao ha nexo em multiplicar uma base por si mesma A vezes. Na verdade, esta notagao representa a
expansdo em série de Taylor da exponencial,

00 k 2 3
eAt:ZV]‘j) — 1t At A2 (’;>+A3 <t6>+
k=0 :

Uma explicacdo mais completa — e visual — pode ser encontrada neste trabalho do 3BluelBrown.
Porém, pode-se notar que conhecer propriedades deste tipo de solucdo, para além de sua intuigdo, é
essencial. A seguir, estdo algumas delas.

Propriedade 1: A derivada da exponencial de uma matriz é comutativa,

;ltexp (At) = Aexp (At) = exp (At)A (8.3)

Propriedade 2: A matriz exp (At) é ndo-singular para quaisquer A, ¢, com inversa dada por

exp (At) " = exp (—At) (8.4)

Propriedade 3: Toda matriz A satisfaz sua equag@o caracteristica, isto €,
det(A\ —A)=AN)=0= A(A)=0 (8.5)

Esta propriedade é conhecida como Teorema de Cayley-Hamilton. Uma consequéncia deste
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€ que, para uma equagao matricial da forma
S arAr = A"+ a, 1 AV a2 AT+ agl =0

a solucdo é uma matriz A € R™*™ da forma

0 1 0 0
0 0 1 0
A= 0 0 0 0 (8.6)
|—@ —a1 —Q2 -+ —0p—1]

Propriedade 4: Se )\ é raiz da equag@o caracteristica ({8.1)), entdo

exp (At) = 7(A, t) Zpk (8.7)

Analogamente, considerando a matriz A € R"*" e sua equagdo caracteristica, segue que
exp (At) = r(A,t) Zpk (8.8)

Propriedade 5: Para uma matriz diagonal A = diag(Aq, ..., A, ), tem-se

exp (At) = diag(exp (Mit), -+ ,exp (Ant)) (8.9)

Para além da resolucao de exponenciais de matrizes, a maioria das outras operagdes basicas com
matrizes € bem conhecida: soma, subtracdo e multiplica¢do. A divisdo, porém, ndo pode ser feita de
maneira direta. Para contornar este problema, é realizada uma operacao de inversdo em matrizes, ou
seja, encontrar a inversa A~! a partir de A. Essa operacdo segue algumas condicdes de existéncia,
definidas abaixo.

Definicao 1: Uma matriz A € dita inversivel (invertivel ou ndo-singular) se, e somente se, for qua-
drada e tiver det(A) # 0. Se isto acontecer, entdo AA™' = A7'A =1,

Definicio 2: Dada uma matriz A = (a;;) quadrada, o cofator relacionado ao elemento a;; é
cij = (=1)"" My

onde M;; é o determinante da matriz obtida eliminando a linha i e a coluna j de A. O conjunto
dos cofatores de uma matriz definem sua matriz de cofatores cof(A) = (c¢;;), que € Unica.

Definicao 3: Se existir, a inversa da matriz A possui forma fechada, dada por

1

-1 _
A= det(A)

adj(A) onde adj(A) = cof(A)T. (8.10)

onde adj(A) é chamada matriz adjunta. Um caso bastante utilizado é o da matriz 2 x 2,

fa b 1 [d —b
P RS [ e
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Definicao 4: Duas matrizes A, B sao ditas similares (ou conjugadas) se existir uma matriz P nao-
singular tal que A = P~'1BP.

A partir desta tltima defini¢ao, fica claro que A e B sdo a mesma matriz, representada em bases
diferentes, cuja relacdo de transformacdo € dada por P. Conhecendo esta maneira de converter
bases, € natural se perguntar: existe uma base que seja particularmente conveniente — que sempre
satisfaca as propriedades normalmente desejadas (de ser inversivel, diagonalizavel, etc.) e também
possa ser usada para resolver equacdes de estado?

Uma candidata muito forte como resposta é a forma de Jordan de uma matriz, composta por
um conjunto de blocos de Jordan. Por defini¢do, um bloco de Jordan de ordem k é uma matriz
quadrada triangular superior de dimenséo k, denotada [J{ A}, preenchida com seu tnico autovalor
na diagonal principal e 1’s na primeira subdiagonal superior [7/]. De forma geral,

A1 0 -0
00X 1 -0
Je=10 0 X -0
00 0 - A

Naturalmente, os blocos de Jordan possuem uma série de propriedades proprias, mostradas a seguir.

Propriedade 1: Seja um bloco de ordem k& e uma fungdo f(\) diferencidvel k — 1 vezes. Entao,

FO) FO) FO0/20 e fEDO) /(R 1)
0

(A
FO)f) e fEPO/ (k- 2)!

f(T) = (8.12)

0 0 0 e fn)
onde \ = o, sendo o o autovalor do bloco de Jordan.

Propriedade 2: As matrizes

a —6 1 0 a—jp 1 0 0

B oa 0 4x4 0 a—jp 0 0 4x4

0 0 o —p|K 0 0" atjp o |SC (8.13)
0 0 8 « 0 0 0 a+jp

sdo similares, ou seja, estdo em sua forma modal, pois seus autovalores sao iguais.

Propriedade 3: Qualquer matriz A € R"*" pode ser colocada na forma de Jordan por meio de
uma transformagdo de similaridade, isto €, uma mudanga de varidveis v = Av = (TAT ).

O procedimento de obtengdo dessa forma de Jordan € baseado na dimensao dos espagos nulos
de M) = A — A\, denotados por

v(My) =n — rank(M)) (8.14)
e segue 0s passos abaixo:

(a) Computar M, = (A — AI) e sua dimenséo r, do espago nulo, para cada valor A com
multiplicidade algébrica n.

(b) Determinar o menor valor de k tal que v(M f ) = ny paratodo k > k.
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(c) Calcular o niimero de blocos de dimensao 1 < d < k) como
d = 2v(My) — v(M{™") — (M)
A forma de Jordan € a matriz diagonal composta pelos blocos de Jordan de cada autovalor,

j{/\A}k - *’21 = diag (j{Al}ij{/\?}jm T 7j{/\n}jn) =
_j{)\l}jl ]
j{A2}j2

_ T, (8.15)

j{)‘n}jn_

onde k = j; + jo + - - - + Jn € a dimensao do bloco final.

Propriedade 4: A partir das propriedades 2 e 4, pode-se construir a solu¢do v(t) para um sistema
v = Av,v(0) = b,y = cv tal que v(t) = y(t). Supondo que

y(t) = Enj [(i aktk> exp(ot) Cos(wit)] -

i=0 L \k=0
= (ap1 + ayit + ant® + - + apit™) exp(oit) cos(wyt) + - - -
oo (agn + aint + agpt® + - - @mnt™) exp(o,t) cos(wt)

(8.16)

entdo a solucdo é dividida em trés casos, a partir dos valores de w, sendo t* o maior grau
do polindmio acima. Uma das combinagdes possiveis ndo € vista abaixo, por ser bem mais
complexa que as outras (apesar de dedutivel a partir delas).

Caso 1: Todos os valores w sdo nulos e ¢ sdo iguais.

A=J{o}mn
ag ait as(t?/2!)
exp(At) = exp(ot) 8 CE)O 621015 (8.17)
S
Caso 2: Todos os valores w sdo nulos e o sao diferentes.
A =diag(T{o1}mr1, T{o2tme1, -+, T{on}msr)
exp(J{o1}t)
exp(At) = exp(J{o2}t) | (8.18)
exp(J {on}1)

142+4-4(m+1)

Caso 3: Os valores w ndo sdo nulos e o s@o iguais.

_ |0 —w (%K) cos(wt)  —(tF/k!) sin(wt)
M= Lu 1 Fi= [(tk/k!)sin(wt) (% /1) cos(wt)
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M I 0 0
o M I --- 0
A—lo o M - 0 (8.19)

o0 0 - ]\/[_m+1
B P P Py, ]
0 K P - Pna

exp(At) = exp(ot) |0 0 Lo -+ P

o0 0 - R]

Essas generalizacOes aparentam ser complexas, mas a maioria dos sistemas explorados nesta
disciplina € reduzida, o que implica uma série de simplificacdes como, por exemplo, po-
lindbmios de graus pequenos e poucos termos somados em 7.

A resolugdo de equacdes de estado, tanto a partir de sua solucdo geral quanto pelos blocos de
Jordan, foi apresentada de maneira mais generalizada até entdo. Os exercicios a seguir tratam de

aplicacOes mais especificas — e enxutas — destes conceitos.

8.2 [Exercicios propostos

m PR 252022

Determine v(t) para

Solucdo

Note que o sistema mostrado é da forma © = Av,v(0) = b. Para conhecer a solugdo geral
v(t), seja determinada a equagdo polinomial via (8.1),

det(\ — A) :det<[>\;2 >\_+13D A= 2)A43) A= (A+2)(A=1) =0

. )\1:—2, )\2:1

Conforme proposto em ({8.2), deve-se conhecer agora a expresséo de exp(At) para determinar
v(t). Isto é feito através de (8.8)), tal que, com n = 2 (dimenséo de A),

exp(At) = poA® + p1 Al = pol + p1 A
A fim de determinar os valores de p, sera utilizada a propriedade ,

exp(Mit) = po + pr1A1 = po — 2p1
exp(Aat) = po + pr1Ae2 = po + 1
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Solucao continuacao

Isolando os valores de p no sistema encontrado acima,

po = ;(2 exp(t) + exp(—21))

p1 = ;(exp(t) — exp(—2t))

Logo,
po 0O 2;m ;o 2p1+ po P
exp(Al) lO po] [—4/)1 —3/)1] [—4/)1 —3p1+Po]

_ 1 l4 exp(t) —exp(—2t)  exp(t) — exp(—2t) ]
3| —4(t) +dexp(—2t) —exp(t) + 4exp(—2t)

Finalmente, escreve-se a solug¢do geral

o(t) = 1 [4 exp(t) —exp(—2t)  exp(t) — exp(—2t) ] [3] _ [ 5exp(t) — 2exp(—2t) ]
3| —4(t) +4exp(—2t) —exp(t) +4exp(—2t)| |3 —5exp(t) + 8exp(—2t)

E PR 152023

Determine V' (s) para

Solucdo
O sistema € da mesma forma do anterior. A definicdo mostrada em (8.2)) implica
V(s) = L{o(t)} = (s — 4)"'v(0)

Portanto,

s—6 10] 1 1 s+1 —10][1
V<S):l—1 5—1—1] M:det(sf—A)[l S—6HO]

onde a inversa da matriz foi resolvida por defini¢do. Por fim,
1 s+1 1 541
V = pum _—
(s) (5—6)(s+1)+10[ 1 ] 52—5s+4l 1 ]

PR 152022

Determine (a) a forma de Jordan J e (b) () tal que AQ = ()J para

-1 1 1
0 0 1
0 -1 -2

A= C AN =N+ 1)

02



Solucao

Para conseguir a forma de Jordan a partir da matriz A, serd seguido o procedimento descrito
na propriedade 3. Em primeiro lugar, nota-se que

A()\):()\—i‘l)g ~ )\1:)\2:)\3:—1

o que implica o sistema possuir multiplicidade algébrica n) = 3 (tr€s autovalores repetidos).
Em seguida, é necessario obter a matriz M),

-1 1 1 -1 0 0 0 1 1
My=A-X[=|0 0O 1|(—-|0 -1 0|=1]0 1 1
0 -1 -2 0 0 -1 0 -1 -1

que, trivialmente, possui rank(M,) = 1 (apenas uma coluna linearmente independente).
Logo, sua dimenséo de espacos nulos, de acordo com (8.14)), é

v(My) =3—1=2

Solucao continuacao

Logo, sao necessario dois blocos de Jordan para construir a matriz na forma final, ou seja,

T{A}s = diag(T{—1}2, T{-1}h)=|| 0 -1

Lembre-se que os espagos vazios devem ser preenchidos com 0’s. O proximo passo € definir
uma matriz () que satisfaca a equagdo apresentada. Ela serd genericamente definida como

11 diz2 A3
Q = |Q21 Q22 Q23
a31 daz2 G33

—a11 + @21 +a31 —a12 + G2 + a3z —a13 + Aoz 1+ a33
AQ = a31 32 a33
—ag — 2a3; —ag — 2a32 —Q93 — 2033

—G11 Q11 — a2 —aig
QJ = |—an a1 —azx —ay
—az1 G31 — azz —ass
Igualando ambas as expressodes, sao obtidos diversos sistemas lineares, os quais permitem

escrever algumas varidveis em termos de outras, mas nao de forma unica. Por isso, a escolha
da matriz () € livre, contanto que siga as equacdes do sistema. A escolhida foi

a11 a2 ai
Q = | a1 a22 11
—a11 A1l — G2 —411

A depender das matrizes A, J e dos sistemas obtidos, pode ser que () tenha solucdo tnica.
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Determine um sistema linear homogéneo © = Av,y = cv e a condigdo inicial v(0), ou seja,
amatriz A € R™", vetores ¢ € R™" e v(0) € R" que produzem a solugio

y(t) = (2 + 5t) cos (3t) + (4 4 6t) sin (3t)

Solucdo
A solucdo a ser procurada é da forma caracteristica
v(t) = ¢ exp(At)v(0) = y(t)
conforme proposto anteriormente. Note também que, explicitamente,
y(t) = (a1 + ant) exp(ot) cos(wt) + (az + axnt) exp(ot) sin(wt)

Para este exercicio, o = 0,w = 3. Portanto, pode-se construir as matrizes de acordo com
(18.19)), do caso 3, propriedade 4 das matrizes de Jordan, tal que

M- [0 —31 P [tk cos(3t) —t*sin(3t)
“ 13 0| TR |tksin(3t)  tFcos(3t)

0 -3 1 0

Ao [M I] 130 0 1

0 M 0 0 0 =3

0 0 3 0

cos(3t) —sin(3t) tcos(3t) —tsin(3t)
3

B Py Pi|  |sin(3t) cos(3t) tsin(3t) tcos(3t)
exp(At) = exp(at) [ 0 PO] n 0 0 cos(3t)  —sin(3t)
0 0 sin(3t)  cos(3t)

Conhecendo agora o valor de exp(At), define-se
T
v(0) = {Ul Vg U3 114}

(v1 + vst) 098(375) — (vg + vgt) sin(3t)
et = |
vg sin(3t) + vy cos(3t)

Uma forma conveniente de escolher os valores em v(0) é fazé-lo tal que a matriz acima seja
composta inteiramente por mdltiplos dos termos encontrados em y(¢). Por exemplo,

t cos(3t)
t sin(3t)
cos(3t)
sin(3t)

o(0)=[0 0 1 0]"| = exp(At)o(0) =

Finalmente, € definida
C = [Cl Cy C3 64}
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Solucao continuacao
tal que ela resolva a equacgao inicialmente proposta. Assim,

v(t) = ¢ - exp(At)v(0) = ¢t cos(3t) + cot sin(3t) + c3 cos(3t) + ¢4 sin(3t) =
= y(t) = 5t cos(3t) + 6t sin(3t) + 2 cos(3t) + 4 sin(3t)

c=1[56 2 4

PR 2s2023

Determine g, o tais que

A% = qol + a A, I:[(l) ﬂ A:[4 2]

Solucao

Mais uma vez, langamos mao da defini¢ao da equacao polinomial para calcular os autovalores
relacionados ao sistema,

-2

A—4
A(/\I—A):detq 5 A4T

D =A—4)A+7)+10= (A —3)(\+6)

)\1 =3, )\2 =—6

Conhecendo ambos os valores, pode-se deduzir os valores de oy, vy a partir de , tal que
1
(M) =ag+ Mg = g~ % + 3y
1
()\2)_2 = Qg + )\20&1 = % = Qg — 60[1

Finalmente, basta resolver o sistema linear acima para encontrar

T T
W= 19 YT 708

PR 252022

Determine uma matriz A € R*** que verifique (/ representa a matriz identidade de dimensdo
adequada)
A+T=A13A% —4A+50NA 21

Solucido

Na posse da equagdo matricial, o primeiro passo € reorganiza-la, tal que fique na forma ca-
racterfistica para aplicacio do teorema de Cayley-Hamilton. Assim,

A+T—3ATTA2A 2 +4ATAA 2 —5A ' TA—2+T1T=0

25



Solucao continuacao
A seguir, utiliza-se trés propriedades importantes de matrizes:
I=AAT"=A7%A AFT = TAF = AF ATA™ = AT
Por isso, a equacao pode ser reescrita como
A+2] —3A T +4IA7? —5IA% =0 = A*+24° - 3A* +44-51 =0

Finalmente, usando , a matriz é

OO OO
o O =
w O = O
_ o O

8.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 24

Dados: Sistema do tipo v = Av, v(0) = b.
Objetivo: Determinar v(t)

1. Calcular det(AI — A) = 0 e, com isso, encontrar os autovalores \.
2. Encontrar as expressdes exp(At) e isolar os valores de p do sistema.

3. Calcular exp(At) e, com isso, fazer v(t) = exp(At)v(0).

Exercicio 25

Dados: Sistema do tipo v = Av, v(0) = b.
Objetivo: Determinar V' (s).

1. Calcular a inversa da matriz (s/ — A) através da defini¢do da operagdo.

2. Fazer V(s) = (sI — A)~'v(0).

Exercicio 26

Dados: Matriz A e o polindmio de seus autovalores, A(\).
Objetivo: Determinar a forma de Jordan J{\4} e a matriz @ : AQ = QJ.

1. Determinar os autovalores \ a partir de A(\) = 0.

2. Calcular M) e v(M,) para os valores encontrados.

3. Construir a matriz de Jordan com .

4. Definir uma matriz ) genérica, com a dimensdo adequada, tal que AQ = QJ.

5. Resolver o sistema consequente e, com isso, propor uma matriz () satisfatoria.
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Exercicio 27

Dados: Solucdo y(t) de um sistema linear homogéneo.
Objetivo: Encontrar A, ¢, v(0) de outro sistema, tal que este tenha solugdo v(t) = y(t).

1.
2.

Determinar os valores de o e w a partir da forma explicita de y(t).

Construir as matrizes M e P,.

. Com os valores acima, calcular A e exp(At).

Definir um v(0) genérico que realize exp(At)v(0) de forma conveniente.

. Definir um ¢ genérico que resolva v(t) = ¢ - exp(At)v(0), tal que v(t) = y(t).

Exercicio 28

Dados: Matriz A e uma equagao a conectando a «, vy
Objetivo: Determinar oy, o que resolvam a equacao.

1.
2.
3.

Fazer det(\ — A) = 0 e, com isso, obter os autovalores \.
Aplicar a propriedade para montar um sistema que conecte os A aos a.

Isolar os valores «y, o .

Exercicio 29

Dados: Equagao matricial envolvendo A e suas poténcias.
Objetivo: Determinar a solugdo A € R"*" que resolva a equagao.

1.

Reescrever a equagdo original, de forma a deixd-la na forma caracteristica (todos os
termos do mesmo lado, igualando a zero).

2. Aplicar as propriedades da multiplicacdo de matrizes para simplificacao.

3.

Utilizar a equagio para determinar a soluco final.
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“ Observabilidade e controlabilidade

9.1 Resumo tedrico

A resolucdo de sistemas lineares e sua analise foi tema central da disciplina até este instante.
Foram propostas diversas técnicas de resolucdo de sistemas continuos e discretos, em dominios de
tempo e frequéncia. Além disso, foram propostas solu¢des equivalentes, forcadas homogéneas dos
sistemas, quando aplicaveis.

A partir de agora, o foco muda para construcdes efetivas de sistemas dindmicos, e uma introducao
simples ao controle classico. Este campo € extremamente amplo, e serd explorado com mais pro-
fundidade apenas na disciplina EA721 (Principios de Controle e Servomecanismo), mas aqui sao
apresentados conceitos pertinentes a analise de sistemas lineares. Particularmente, sdo descritos
sistemas de entrada e saida singulares (single-input single-output, SISO).

O primeiro deles é o de observabilidade. Intuitivamente, esta corresponde a uma medida da
qualidade de inferéncia dos estados de um sistema a partir as varidveis observdveis, ou seja, 0 quao
bem os estados internos (desconhecidos) podem ser inferidos a partir da saida (conhecida). Por
defini¢do, um sistema continuo autdnomo descrito por

¢ observavel em ¢, se existir 7 > 0 tal que y(t) ¥V t € [to,to + 7] seja suficiente para determinar
v(ty). Analogamente, sistemas lineares invariantes no tempo com saida escalar, do tipo

0(t) = Av(t), v e R", y(t)=cv(t) €eR

sao observaveis se existir 7 > 0 tal que y(¢) V ¢ € [0, 7] seja suficiente para determinar v(0).
Para além das defini¢cdes, ha formas de calcular a observabilidade de um sistema linear, as quais
sdo mostradas nas propriedades abaixo.

Propriedade 1: Um sistema linear invariante no tempo na forma v = Av,y = cv comv € R" é
observavel se, e somente se, o rank (ou posto) da matriz de observabilidade

c

cA
O(A,c) = | cA® | e ™" (9.1)

_CAn_l_
for completo. Em outras palavras, o sistema € observavel se, e somente se,
det (O(A,c)) #0 (9.2)

Vale relembrar que o rank de uma matriz corresponde a quantidade de colunas linearmente
independentes em sua composi¢do. Portanto, toda matriz possui, a0 menos, rank igual a 1.
Uma matriz de rank completo é aquela que possui rank 7, ou seja, todas as colunas — e linhas
— sd@0 linearmente independentes umas das outras.

Propriedade 2: O sistema v = Av,y = cv € observavel se, e somente se, a matriz

. c C(n+1)><n (93)

[A—)J

o8


https://en.wikipedia.org/wiki/Classical_control_theory

tiver rank completo para todo A € C. Para calcular, basta determinar o rank da matriz para
todos os A\’s autovalores de A.

Propriedade 3: Transformacgdes de similaridade nao alteram a observabilidade de um sistema li-
near invariante no tempo, ou seja, 0s sistemas

v=Av,y=cv e 0=T 'ATd, y=cTv (9.4)
com 7' ndo singular (invertivel), geram matrizes de observabilidade com o mesmo rank.

O segundo conceito relevante € o dual da observabilidade: a controlabilidade. Ao passo que o
primeiro indica como pode-se conhecer os estados do sistema a partir da saida, o segundo indica
quais sdao as manipulacdes (geralmente de entrada) sobre o sistema resultam em cada estado. O
nome € intuitivo, ja que esta medida mostra se o sistema € controldvel ou nao.

Por defini¢do, um sistema continuo descrito por

¢ controldvel em ?, se existir 7 > 0 finito e uma entrada z(¢) : ¢t € [to, %y + 7] que leve o sistema
de um estado inicial v(ty) para um estado arbitrdrio v(ty + 7). Analogamente, sistemas lineares
invariantes no tempo com entrada escalar, do tipo

0(t) = Av(t) + bx(t), v e R", =z(t) eR

sdo controldveis se, para qualquer estado inicial v(0) e um estado v(7) final arbitrario, existir uma
entrada x(t) : t € [0, 7] que leve o sistema de v(0) a v(7) em tempo 7 finito.
Assim como no caso da observabilidade, ha propriedades importantes a serem levadas em consideracao.

Propriedade 1: O sistema (A, b, ¢, d) é controlavel se, e somente se, seu sistema dual (A’, ¢, V', d)
for observdvel, e vice-versa; ou seja, o sistema (A, b, ¢, d) é observéavel se, e somente se,
(A, V', d) for controlavel.

Propriedade 2: O sistema linear invariante no tempo © = Av + bx, v € R é controlavel se, e
somente se, o rank da matriz de controlabilidade

C(Ab)=[b Ab A% ... A"Tp| e R™™ (9.5)
for completo. Em outras palavras, os sistema € controldvel se, e somente se,

det(C(A, b)) # 0 (9.6)

Propriedade 3: O sistema v = Av + bx é controlavel se, e somente se, a matriz
[A= AT b] e Cr+D) (9.7)

tive rank completo para todo A € C. Para calcular, basta determinar o rank da matriz para
todos os A\’s autovalores de A.

Propriedade 4: Transformagdes de similaridade nao alteram a controlabilidade de um sistema li-
near invariante no tempo, ou seja, os sistemas

b=Av+br, =T ATo+ T ‘bx (9.8)

com 7' ndo singular (invertivel), geram matrizes de controlabilidade com o mesmo rank.
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9.2 Exercicios propostos

PR 252023

Determine os valores de «, 5 € R para os quais o sistema deixa de ser controldvel,

8 a 0 1
v=|-a 1 alv+|1l|x
0 1 p 1

.

Solucado

De forma bastante 6bvia, pode-se afirmar que o sistema deixa de ser controldvel quando nao
vale a condicdo de controlabilidade. Antes que isso se verifique, a matriz de controlabilidade
deve antes ser construida a partir do sistema v = Av + bz apresentado. Assim,

1
b= |1
1
B o 0]]1 a+ 3
Ab=|—a 1 «f |1| = 1
0 1 B]|1 B+1
B2 — a? afl + « a? 1 B2 +af +a
A= |-af—a —a’+a+1 at+af||l|=|-?+a+1
—a B+1 a+ %] 1 B4+ B8+1

Logo, a matriz de controlabilidade € escrita via ((9.5]),

1 a+8 A +aB+a
CAb) =11 1 —-a’+a+1
1 B4+1 pB24+p+1

Seu determinante,

det(C(A, b)) =[(B2+B+1)— (B+1)(-a*+a+1)]-
—(@+ BB+ B+1) — (=’ +a+ 1)+
+(B+af+a)[(B+1) 1] =
@+ 20 —a=—ala® - 2a+1)

Aplicando a condi¢do de controlabilidade estabelecida em , o sistema deixa de ser con-

trolavel quando
det(C) =0 ... a®* —2a+1=0

‘al =0, ap =1 paraqualquer ﬁ‘

Note que ndo existe um 3 que faga o sistema deixar de ser controldvel, entdo a condi¢ao fica
restrita apenas ao valor de a.
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PC 152023

Determine os valores de «, 5 € R para os quais o sistema deixa de ser observdvel,

0 /8 —«
o=110 1|v, y=[1 0 1fv
a 1 0

.

Solucao

Como no exercicio anterior, a matriz de observabilidade serd construida e, a partir dela, serd
verificada a condi¢do contrdria a sua realizag¢ao no sistema v = Av,y = cv. Logo,

c=[1 0 1]
0 f —«
cA=[1 0 1][1 0 1 |=[a B+1 —q]
a 1 0
—a’+ 5« B
CA2:[1 0 1} « g+1 -« :[—a2+5—|—1 aff — « —a2—|—ﬂ—|—1}
1 af  —a?+1

Aplicando a definig¢do (9.1]),

1 0 1
O(A,c) = o B+1 —a
—a?+8+1 af—a —a*+p8+1

Seu determinante,

det(0) =[(—* + B+ 1)(B+ 1) — (—a)(af — a)]+
+l(@)(aB—a)— (B+1)(—a?+B+1)] =
=20*(3 - 1)

Aplicando a condi¢do de observabilidade estabelecida em (9.2)), o sistema deixa de ser ob-
servavel quando

det(0) =0 .. [a=0, B=1]

9.3 Algoritmos de resolucao

Ambos os exercicios deste capitulo seguem o mesmo algoritmo!
Exercicios 30 e 31

Dados: Sistemas © = Av + bv (controlabilidade) ou v = Av, y = cv (observabilidade).
Objetivo: Determinar os valores «, 5 € R para os quais o sistema ndo € realizavel.

1. Calcular as matrizes Ab, A%b (cont.) ou cA, cA? (obs.).

2. Construir as matrizes C(A, b) (cont.) ou O(A, c) (obs.).

3. Determinar os valores «, ( para os quais det(C) = 0 (cont.) ou det(O) = 0 (obs.).
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B  Estabilidade

10.1 Resumo teodrico

O estudo introdutdrio sobre sistemas de controle continua nesta se¢ao através da introdugdo de
outro conceito relevante: o de estabilidade. Em particular, serdo tratados sistemas cuja estabilidade
€ sinonimo de entradas e saidas limitadas (bounded-input bounded-output, BIBO), ou seja aqueles
nos quais

[z(B)] <b = Jy(t)] < oo

Discorrer sobre a técnicas de calculo de estabilidade é também um assunto extenso, e pode envolver
técnicas complexas — literalmente — como o critério de Nyquist. Neste momento, € mais sensato
resumir este conceito a algumas propriedades mais relacionadas a sistemas lineares, adiante.

Propriedade 1: Um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma funcao de trans-

feréncia racional
N(s)

D(s)
onde 0 = maxy Re()\;), € BIBO estavel se, e somente se, todos os polos \; tiverem parte real
negativa. Em outras palavras, a estabilidade esta condicionada a

H(s) = . Q, ={s€C, Re(s) >0} (10.1)

Re{M\:} >0 < D(M\) =0 (10.2)

Um polindbmio D(p) de coeficientes constantes positivos que possui todas as raizes )y, é cha-
mado polinomio de Hurwitz.

Propriedade 2: O polindomio

D (P) = Z Olkpk
k=0

possui todas as raizes com parte real negativa se, € somente se, seus determinantes de Hurwitz
(também chamados menores principais lideres de A,,,) forem maiores que zero, isto &,

1 Oy, 0 0 .- 0
Ap—3 QAmpm—2 Qm—_1 oy, T 0

det (Ak) >0 onde A= |%-5 ¥m-a Qn-3 Qnp-2 - 0 (10.3)
00 0 0 - oaf,,

comk=1,2,....m.

Propriedade 3: Uma alternativa ao calculo explicito dos determinantes de Hurwitz € a tabela de
Routh-Hurwitz. Dado o polindmio D(p), a tabela € construida da seguinte maneira:
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m

p QAm Om—2 QA —4

m—1
b Om—1 Qm—3 Om—5
pm—2 /Bm — Oémflama72_a7namf3 /Bm—l — Oé'mflamozél_a'mamfg’) Bm—Q — amflamozﬁ_anLOCmf'?

m—1 m—1 m—1

m—3 6/ — Bmm—3—Cm—1Bm—1 / — Bmm—5—m—1Bm—2 / — Bmm—7—0m—1Bm—3
p Bm m—1 Bm m—2 Bm

0 n)

b @n) = Qo

A versdo acima € uma generalizacio, na qual algumas ressalvas devem ser feitas. A primeira
€ sobre a quantidade de elementos por linha. As duas ultimas linhas sempre possuem 1
elemento, as duas acima possuem 2, e assim por diante; até que a primeira linha tenha |m /2]
elementos. Nestes pares de linhas com a mesma quantidade de elementos, o dltimo elemento
da linha de baixo € sempre «.

Uma aplica¢ao mais clara serd feita durante a resolugcao de exercicios.

Propriedade 4: Se ndo ocorrer nenhum zero na primeira coluna da tabela de Routh, o nimero de
mudancgas de sinal nela € igual ao nimero de raizes do polindbmio com parte real positiva —
ndo ha mudancas de sinal em caso de estabilidade. Por outro lado, a ocorréncia de um zero
indica que o polindmio nao € Hurwitz e, portanto, o sistema também nao é BIBO estdvel.

A discussao sobre estabilidade agora concentra-se no estado do sistema. A estabilidade de estado
€ definida pelo comportamento das trajetorias do vetor de estados para entrada constante e condi¢oes
iniciais em torno do ponto de equilibrio f(v) = 0. Portanto, serdo analisadas as configura¢des destes
pontos — que podem ser estdveis, assintoticamente estdveis ou instaveis — em sistemas autonomos
v = Av. Além disso, serd descrito como verificar o comportamento do sistema em cada caso.

Caso 1: O ponto de equilibrio v € estavel se, para € > 0, existir
ale) > 0:||lv(0) —v|| < ale), Yu(0) = |Jv(t) —v|| <€ VE>0

O sistema € estavel se
J{datn:n=1 e Re{ls} <0 (10.4)

ou seja, se os blocos de Jordan associados aos autovalores tiver ordem 1 e cada um de seus
respectivos autovalores tiver parte real nao-positiva.

Caso 2: O ponto de equilibrio v € assintoticamente estdvel se for estdvel e, além disso, existir
a>0:1v0) -1 <a, Yo(0) = tllglov(t) =0
O sistema € assintoticamente estavel se
J{Aa}n:n=1 ou Re{As} <0 (10.5)

ou seja, se apenas uma das condi¢des de estabilidade for atendida.

Caso 3: O ponto de equilibrio e o sistema sao instaveis caso ndo sejam nem estiveis, nem assinto-
ticamente estavelis, isto €, existir um z-€simo valor

J{Aa}n:n#1 elou Re{rs} >0 (10.6)
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Finalmente, existem algumas propriedades particularmente importantes sobres sistemas dindmicos
estaveis, usando condicées de Lyapunov. Suas relevancias vém das propriedades seguintes.

Propriedade 4: Se uma fungdo de Lyapunov 1)(v) existir em um dado dominio €2 que contenha a
origem do espaco de fase {vy, v, - -+ , v, }, entdo o sistema € assintoticamente estdvel caso

»(0)=0, ¢v)>0VveQ" e c;if¢(v) <0V e (10.7)

Propriedade 5: O sistema linear autonomo v = Av € assintoticamente estavel se, e somente se,
existirum P = P’ > 0 (matriz igual a sua transposta e positiva) tal que

—Q=AP+PA<0 (10.8)

Esta propriedade € chamada desigualdade de Lyapunov. Ela tem uma solugdo unica, simétrica
e definida positiva se, e somente se, os autovalores da matriz A tiverem parte real negativa.

Com estas propriedades, € possivel descrever sistemas dindmicos de maneira bastante completa.
Mesmo que sejam conceitos abstratos, espera-se que os exercicios fornecam mais dominio prético.

10.2 Exercicios propostos

Obs.: originalmente, a disciplina foi elaborada usando uma notacao diferente da deste guia.

Particularmente, os exercicios abaixo utilizam H (s) = C(s)G(s) como a fungdo de transferéncia
da malha aberta, enquanto o resumo tedrico acima o definia como H(s) = Y (s)/X(s) a fungdo
de transferéncia da malha fechada. Por conveniéncia, os exercicios abaixo seguirdo o padrdo do
professor da disciplina, como abaixo. Consulte o material original em caso de ddvidas.

X(s Y (s
) @ ) 1
—k
PR 252023

Determine o intervalo para £ € R tal que o sistema em malha fechada com realimentacio
proporcional seja BIBO estavel, onde

s2—s
H(s) = ———
(5) s34+ Ts+ 12
Solucao
A partir da malha aberta, seja
N{(s)
H(s) = D kN(s) =
(5) = By = D)+ hN(s) =0

(P TsH12) k(s —8) =8+ kP + (T—k)s+12=0
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Solucao continuacao

Esta equacdo deve ser analisada na tabela de Routh-Hurwitz, tal que, para que o sistema seja
BIBO estavel, todos os elementos da primeira coluna devem ser positivos (de acordo com a
propriedade 4). Por conseguinte,

sU| (T — k) — 12]/k

sV 12

onde k > 0e k(7 — k) — 12 > 0, simultaneamente. Resolvendo o segundo caso,
P4 Tk-12=0 & k=3, ko =4
o que implica a estabilidade estar condicionada ao intervalo

PR 152022

|
Um sistema linear invariante no tempo dependente dos parametros «, 5 e uma matriz P
simétrica definida positiva produzem (A’ indica o transposto da matriz A)

-2 0 Q
—-Q=AP+PA=]0 -5 0
o 0 -2

Considerando a desigualdade de Lyapunov, determine os intervalos de «, § € R que garantem
estabilidade assintotica do sistema linear.

Solucdo

A desigualdade de Lyapunov em ([10.8]) é verificada apenas se os menores principais lideres
forem positivos. Partindo entdo da defini¢ao em ([10.3]),

2 0 2 0 —«
Alzm AQZ[O B] As=10 B 0
—a 0 2

Através dos determinantes verifica-se a condicao,
det(A]) =2>0 det(Ay) =28>0 det(As) =48 — 3a* >0

Do segundo e do terceiro, fica claro que

1-a?>0 . [(22a=2
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Usando como fungdo de Lyapunov candidata ¢ (vy, vs) = 0.50% + 0.5v2, determine um con-
junto © no espaco de estados R? no qual a fun¢do candidata garanta a estabilidade assintética
do ponto de equilibrio (vq,v2) = (0,0) do sistema nao-linear dado por

: 2 4 2
¥ =003 + 2010y — 5vv)

Uy =v vy + 20305 — 5vivy

Solucdo

As condicdes para que uma funcdo de Lyapunov garanta estabilidade assintética ao sistema
foram estabelecidas em (|10.7)). Aqui, resta verifica-las. O mais trivial € perceber que

¢(U1, UQ) >0V (Ul, UQ) 7é (0, 0)
Logo, basta garantir que sua derivada seja negativa,

d . , . ,
%lﬂ(Ul, Ug) = 2(0.5’[]1)1}1 + 2(0.51}2)1)2 = V1V1 + U2V =

3,2 4 2 4 2 3 2
= 01 (V75 + 20105 — 5v1v3) + va(Vive + 207v5 — Buivg) =
= 20103 + dvivy — 100703 = 20203 (v} + 203 — 5)

Finalmente, a regido onde a func¢do ¢ assintoticamente estavel é

(v1,v9) € Q = {(vy,v2) : v} + 205 — 5 < 0}

PC 252023 e PR 2s2022

——

Classifique os sistemas lineares invariantes no tempo em termos de estabilidade da origem
(assintoticamente estdvel, estavel ou instavel), justificando.

01 0 0 0 -1 0 0 2 —10 1 0
00 0 0 1 0 0 0 0 -2 0 1
A=100 25 o B=1y 0 0 -1 “=|lo o -2 —10
00 0 —4 0 0 1 0 0 0 10 -2
Solucao

Neste exercicio, serdo aplicadas as propriedades ((10.4)) - (10.6]). O primeiro passo, para cada
matriz, € encontrar seus autovalores associados. Assim,

A 1 0 0

0 —\ 0 0
A=Al = 0 0 —-\=5 0

0 0 0 B

Pelo método de Laplace, o determinante desta matriz € dado por

det(A = AI) = —A[-A(=A—5)(=A—4)] = (A +5) (A +4) =0

66


https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_expansion

Solucao continuacao

’)\1 :)\2:0,)\3:—5,)\4:—4‘

Portanto, ha trés blocos de Jordan associados aos autovalores encontrados, dados, respectiva-
mente, por

J{Al,z}zlg (1)] Tt = [-5] T} = |4

Note que o primeiro bloco, J{\; 2}, estd associado a autovetores com parte real positiva.
Esta condi¢ao € suficiente para classificar o sistema como instavel.
Agora para a segunda matriz,

-2 -1 0 0
1 =X 0 0
0o 0 =X -1
0O 0 1 =X

B -\ =

det(B — M) = = A[-AA2 + )] + 1[I(\> +1)] = 0
’)\1 =h=j=M= —j‘

Dessa vez, os autovetores estao associados a duas matrizes de Jordan,

-7 1 j 1
Aot=| 7 Agad =1
T{ 12} [0 —j T{ Az} 0 j
Desta vez, ambas as matrizes constituem o bloco de Jordan do sistema na forma minima
(dois blocos de dimensao 2 para forma bloco de dimensao 4) e estdo ambas associadas a
autovalores ndo-positivos, o que faz do sistema estavel. Finalmente, para a terceira matriz,

—2—-)X =10 1 0

10 —-2-—\ 0 1

C-Al= 0 0 —2—-)X -—10
0 0 10 —2-—\

oodet(C = M) = (=2 = N)[(=2 = N)((=2 = A)? 4 100)] + 10[10((=2 — N)? +100)] = 0

Resolvendo, os autovalores da matriz original sao dados por

M =-24j10  Ap=-2—;10]

Os blocos de Jordan associados a ambos s@o os préprios valores de A. Note, todavia, que eles
ndo formam um bloco de Jordan do sistema em forma minima (dois blocos de dimensao 1
para formar bloco de dimensao 4). Por conseguinte, o sistema € assintoticamente estivel.
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10.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 32

Dados: Funcio de transferéncia H (s).
Objetivo: Determinar o intervalo de k£ que faca do sistema BIBO estdvel.

1. A partir H(s), fazer D(s) = kN(s) = 0.
2. Construir a tabela de Routh-Hurwitz a partir do polindmio acima.

3. Determinar os valores de £ tal que todos os elementos da primeira coluna sejam positi-
vos. Eles fornecem o intervalo de k& para BIBO estabilidade.

Exercicio 33

Dados: Sistema linear —() = A’P + PA.
Objetivo: Determinar os intervalos de «, § que garantem estabilidade assintética do sistema.

1. Calcular os menores principais lideres e impor que seus determinantes sejam positivos.

2. Determinar os intervalos de o e 5 em cada caso que a condi¢io acima seja satisfeita.

Exercicio 34

Dados: Funcido de Lyapunov ¢)(v) e as expressdes das derivadas 0.
Objetivo: Determinar um conjunto {2 € R assintoticamente estdvel na origem.

1. Calcular a expressao para ¢(v) e impor que ela seja menor que zero.

2. Definir (v) € Q = {(v) : ¥(v) < 0}.

Exercicio 35

Dados: Matrizes representativas de sistemas lineares.
Objetivo: Classificar o sistema em relacdo a sua estabilidade.

1. Calcular os autovalores de cada matriz.

2. Determinar a forma de Jordan associada, através dos autovalores.

3. Classificar de acordo com as defini¢des ((10.4)), (10.5)) e (10.6]).
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“ Introducao a realimentacao

11.1 Resumo teodrico

O mecanismo de realimentacao €, talvez, um dos mais importantes j4 inventados no tratamento
de sistemas dinamicos. N@o s6 em sistemas lineares e controle, mas dreas como aprendizado de
maquina e eletronica também possuem arquiteturas com mecanismos andlogos, os quais foram ex-
tremamente importantes para suas respectivas evolugdes.

Nesta se¢do, a arquitetura estudada serd uma das mais simples possiveis, conforme ilustrado

abaixo.
(T C(s) G(s)
R(s)

Implementagao de realimentagdo em um sistema de malha fechada.

Y(s)

X(s)
_|_

Para simplificago, serd assumido que R(s) = k (realimentagdo proporcional) e, portanto, que a
funcdo de transferéncia do sistema €

Y(s)  kC(s)G(s)  kF(s)

X(s)  14+kC(s)G(s) 1+ kF(s)

H(s) =

A dindmica de um sistema linear descrito pela malha fechada mostrada depende da localizagcao de
seus polos. Via de regra, para que o sistema seja estavel, € necessario que todos os polos e zeros
possuam parte real negativa, conforme visto anteriormente.

Logo, pode-se construir um mapeamento, no plano complexo, dos locais onde se encontram os
polos e zeros de um sistema descrito por

N(s)  ams™ 4 ap15™ "+ +ag T2 (s + =)

misy = M) _ _ 1.1
(s) D(s) bys™ 4+ bp_18" 4+ by " (s 4 py) (11.1)
onde s, = {s; = —z}{";" é o conjunto de zeros do sistema e s, = {s; = —p;}}Z{, 0 de polos.

A partir da localizag@o dos polos e zeros no plano imaginario, pode-se construir um diagrama de
lugar das raizes neste. Para tanto, segue-se um conjunto de regras — denominadas regras de Evans —
que descreve como se comportam os ramos que saem dos polos e zeros. Um resumo das regras estd
apresentado adiante, bem como uma ilustracdo de sua aplicagado. [8]]

Regra 0: O lugar das raizes possui n ramos e é sempre simétrico em relacao ao eixo real.
Regra 1: Todos os n ramos comegam nos polos de F'(s) e m destes terminam nos zeros de F'(s).

Regra 2: Os n — m ramos que nio vao para zeros, tornam-se assintotas, que definem os angulos

20 —1
0, = ( >7r onde [=1,2,...n—m (11.2)

n—m
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com o eixo horizontal e que passam pela abscissa

1
g =
n—m

(ipj —izz) (11.3)

Regra 3: Existe lugar das raizes no eixo real a esquerda de um nimero impar de polos e zeros.

Regra 4: A condi¢do de angulo

Soi—S 6= (2k+1)180°, k€ Z (11.4)
i=1 j=1

€ utilizada para determinar os angulos de partida dos zeros e chegada nos polos. Analoga-
mente, o ganho do sistema pode ser calculado pela condi¢do de médulo,

?:1 s — pjl

iny |s — il

k= (11.5)

Regra 5: Se , em um ponto sy do lugar das raizes, um ou mais ramos se cruzarem (raiz multipla da
equagdo caracteristica), entao

D/(So)N(So) - D(SO)N/(S()) =0 (116)
Regra 6: Possiveis pontos de cruzamento do lugar das raizes com o eixo imagindrio podem ser

determinados pelo ganho critico k., via critérios de estabilidade, como a Tabela de Routh.

Manipular e entender estas regras € fundamental para aplicar o método do lugar das raizes e cons-
truir seu esboco, que, por sua vez, determina o controle de um sistema dindmico. Dois exercicios
praticos sdo propostos para trabalhar os conceitos associados a estas regras.

11.2 Exercicios propostos

Assim como no capitulo anterior, a notacdo a ser adotada € a da disciplina. Consulte o material
original em caso de duvidas.

PC 252022

Determine os intervalos sobre o eixo real nos quais existe lugar das raizes, no nimero de
assintotas, os angulos das assintotas e o ponto de encontro das assintotas no eixo real para

(s —2)%(s—1—55)(s —1+4j)

H(s) = (s—5)(s —3—55)(s — 3+ 5j)(s+3)2(s +5)

\.

Solucdo

O primeiro passo nesse exercicio € construir um esbogo dos polos e zeros no plano complexo.
Para isso, basta determinar os valores nos quais D(s) = 0 ( n polos) e N(s) = 0 (m zeros).
Como ambos sdo polindmios separados em parénteses, isso implica zerar termo a termo.

s, ={5,3+5j,3 —5j,—3,—3,—5}

s, ={2,2,1+55,1—4j}
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Solucao continuacao

X Polos
@ Zeros

Im(s)
=}
X
X
8
b

Re(s)

Pela regra 1, os ramos devem partir dos polos e chegar nos zeros e, portanto, caso nao haja
um par polo-zero no intervalo, s6 existe lugar das raizes entre um par de polos (ou zeros).
Com isso, percebe-se que hd lugar das raizes no intervalo [—5, —3] e, em seguida, em [—3, 5].

I €[-5,5]

Se, hipoteticamente, houvesse um polo em 0, os intervalos de lugar das raizes no eixo real
seriam [—5, —3], [0, 5]. O niimero de assintotas ¢ a diferenca entre o ntimero de polos e zeros:

‘n—m:6—4:2‘

Os angulos sao calculados via ([11.2]),

2] —
gl:<ll>ﬂz
2

+

s
2

Por dltimo, os encontros sdo calculados com ([11.3)). Vale lembrar que p, z representam,
respectivamente, as distancias relativas dos polos e zeros ao eixo imagindrio.

1
0:5[(—5—3—3+3+3—5)—(1+1+2+2)]:

PR 2s2023

No lugar das raizes da figura (dois polos em 4, dois zeros em -2), determine os valores de w
e o valor de k£ nos cruzamentos com o €ixo imagindrio.
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Solucao
A partir do numero de polos e zeros apresentado, deduz-se que a fungdo de transferéncia é

_ N(s) (s +2)2
HEo) =50 = G-y

Logo,
D(s) +kN(s)=0 ... (s*—8s+16) + k(s* +4s+4) =0

Para conhecer também os valores de w a partir desta equacgdo, seja s = jw. Rearranjando,

(1+k)(—w?) + (4k — 8)jw + (16 + 4k) =0 & |k =2 =8|

ou seja, w = +2v/2. Lembre-se que w > 0 € R.

PC 22023

—

Determine, para o lugar das raizes de um sistema realimentado proporcional com

(s+2)(s+38)

H(s) = (s—2)(s—8)

(a) os cruzamentos no eixo real e (b) os valores de £ nos cruzamentos.

.

Solucdo

A exemplo do primeiro exercicio, um esboco pode ser feito para ajudar na compreensao do
problema. De forma simples, percebe-se que os pontos no plano complexo sao:

s, =1{2,8} s, ={—2,-8}
Além disso, sdo marcados os cruzamentos com o eixo real, calculados com ({11.6]),

N(s) s*+10s+16 5 9
H(s) = = = —105+16)(25s4+10) — (25— 10 10s+16) =0
(s) D(s) ~ - 105116 (s s+16)(2s+10) — (25 —10)(s*+10s+ 16)

Resolvendo a equacao acima,

205> —320=0 =

*  Polos
@ Zeros
0.04 4 ¥ Cruzamentos
d(p1,i—4 d(ps, —4
0.02 (p1, ) (P2, )

E 0.00 1@ v @ XK v *
—0.021 d(z9, —4)  d(z1,—4) d(p1.4) __d(p2,4)
—0.04 1 d(25,4) d(z,4)

-8 -6 -4 -2 0 2 a 6 8
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Solucao continuacao

Por dltimo, procura-se o valor de k através de sua defini¢do em ([11.5]), usando as distincias
d(-,-) entre os polos, zeros e pontos de cruzamento, conforme destacado na imagem acima.

= A, —4)d(py, —4) _ 12X 6 _ 9]
T d(z, —4)d(z9,—4)  2x4
Loy — d(p1,4)d(p2,4)  2x4 1
YT d(z1,4)d(22,4)  12x8 |9

11.3 Algoritmos de resolucao

Exercicio 36

Dados: Funcio de transferéncia H (s).

Objetivo: Encontrar (1) intervalos no eixo real onde existem raizes, (2) o nimero de
assintotas, (3) os angulos das assintotas e (4) o ponto de encontro das assintotas no eixo
real.

0. Fazer um esbog¢o do lugar das raizes, nos pontos onde D(s) = 0e N(s) = 0.
1. Definir o intervalo onde as raizes se encontram, por inspecao do esboco.
2. Calcular a diferenca entre o namero de polos e de zeros, n — m.

3. Calcular os angulos via ([11.2)).
4. Calcular os pontos de encontro via ({11.3]).

Exercicio 37

' ~

Dados: Diagrama de lugar das raizes, com niimero de zeros e polos.
Objetivo: Determinar w, £ no cruzamento com o €ixo imaginério.

1. Deduzir a fun¢ao de transferéncia a partir da quantidade e posi¢ao de zeros e polos.
2. Calcular a expressdo D(s) + kN (s) = 0.

3. Substituir s = jw e resolver a expressao acima.

Exercicio 38

Dados: Funcio de transferéncia H (s).
Objetivo: Encontrar os cruzamentos no eixo real e os valores de k£ nos cruzamentos.

1. Determinar os zeros e polos do sistema a partir de H (s).
2. Calcular os cruzamentos com o eixo real via ((11.6)).

3. Fazer o esboco do lugar das raizes e calcular as distancias de todos os zeros e polos a
todos os cruzamentos.

4. Encontrar os valores de k£ com ([11.5]).
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Consideracoes finais

Quando comecei a escrever esse guia, em meados de Fevereiro/2024, ndao havia nenhuma pre-
tensdo que se tornasse algo além de uma coletanea de exercicios resolvidos. Alids, minha primeira
ideia era fazer um dlbum de fotos com meus rascunhos de quando fiz a matéria — que por algum
motivo ainda eu tinha guardados. Mas, logo que prestei aten¢ao a minha caligrafia, vi que seria
obrigado a digitar as resolucdes caso mais alguém quisesse 1é-las.

Foi quando percebi que seria uma 6tima oportunidade de criar algo que, como aluno, eu sempre
desejei: um resumo direcionado para a prova escrito por um ex-aluno. A visdo de outra pessoa sobre
um mesmo assunto poderia me dar uma orientagdo sobre quais sdo os conteidos mais relevantes, e
distingui-los dos mais detalhistas. Além disso, aprender uma mesma matéria sobre a 6tica de outra
pessoa poderia me ajudar a entender contetidos que, para mim, estivessem confusos.

Outro aspecto importante na decisdo de escrever o guia € o tempo. Por mais que seja essencial
que passemos boas horas estudando um contetdo para entendé-lo bem, nem sempre dispomos de
tempo para balancear disciplinas e atividades extracurriculares. Algumas vezes a praticidade fala
mais alto, e tudo que queremos € uma resolucao pronta para nos prepararmos para uma prova.

Eu levei tudo isso em consideracao na minha escrita. Gastei muitas horas (talvez além do que
deveria) para deixar tudo da maneira mais organizada e clara possivel, e fiquei feliz ao ver alunos
levando o material para tirar dividas nas monitorias. Até mesmo tive o esfor¢o de copiar e colar
uma capa do StackOverflow! Tudo foi feito para que esse guia esteja disponivel para turmas futuras,
e seja corrigido e aperfeicoado por outros alunos. Mesmo assim, se este guia ja te deu um norte nos
estudos, ajudou a tirar uma divida, ou te ensinou algo — por menor que seja — considero que meu
objetivo foi cumprido.

Espero que o semestre tenha sido proveitoso para todos, e desejo sucesso no futuro do curso!

Alvaro Ribas
Julho 2024
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