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Transformada Discreta de Fourier

o Cilculos numéricos da transformada de Fourier para um sinal x(t)
baseiam-se em um conjunto finito de valores amostrados do sinal, e
resultam em valores discretos de X(w).

@ A relagdo entre as amostras de X (@) com as amostras de x(t) pode

ser estabelecida a partir do Teorema da Amostragem (no tempo) e de
seu dual, a amostragem espectral.
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e Considere x(t) um sinal limitado no tempo de largura 7, com espectro
em frequéncia X(w) = .Z{x(t)}.

X(0) = / T () exp(—jort)dt

—oo

e Como x(t) é limitado no tempo, o espectro X(w) é ilimitado em
frequéncia.

e Amostrando x(t) com intervalos T, obtém-se o sinal amostrado
x5(t), com as amostras x(kT). Pelo Teorema da Amostragem o
espectro do sinal amostrado é constituido pela repeticdo de X(®) a
cada f;, =1/T Hz (com sobreposi¢des ou aliasing).
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@ Repetindo-se o sinal amostrado a cada Tg > 7 segundos, tem-se um
sinal periddico que pode ser descrito por uma série exponencial de

Fourier
_2n

~+o0
x7,(t) = Z ckexp(jkapt), wp= T

k=—c
1
=T
e Portanto, os coeficientes da série de Fourier para x7,(t) sdo (1/To)
vezes os valores das amostras do espectro de X(®) tomadas a
intervalos de @y, ou seja, o espectro do sinal periédico xT,(t) é o
espectro X(®) amostrado.

Tc 1
& / " x(£) exp(—jkaot)dt = —X(kan)
0

0

e Como Ty > 1, os ciclos sucessivos de x(t) que aparecem em x1,(t)
n3o se sobrepdem, e x(t) pode ser recuperado de x,(t).
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o A recuperagdo de x(t) a partir de x7,(t) indica, de maneira indireta,
que X(w) pode ser reconstruido a partir das amostras X (kay), que
sdo separadas pela frequéncia fundamental fo =1/ Ty Hz do sinal
periddico x7,(t).

@ Portanto, a condi¢cdo de recuperacao é

1
To>1 <— fo<; Hz
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o A transformada de Fourier do sinal periddico x7,(t) é dada por

400
Flxr(0) = 7 X X(koo)# {exp(ikont))

=7 ) X(kan)d(@ — kay)
0 k=
que é um sinal construido pelas amostras de X(®) espacadas de
o rad/s, ou fo =1/Ty Hz.

o E interessante notar que o niimero de amostras do sinal no tempo em
um periodo Ty € idéntico ao niimero de amostras do espectro X(®)
do sinal, ou seja,

1 To f 1T

1
T % T, T T TR 1T
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@ Se x(kT) é a k-ésima amostra de x(t) e X(rmp) é a r-ésima amostra
de X(®), definem-se

T 2
Xk = Tx(kT) = -°x(kT), X, =X(ray), wo=21fy ==
NO To

Transformada Discreta de Fourier — DFT

As equagoes que relacionam xj, e X, sao dadas por?

No—
Z Xk exp(—jr— k)
k=
No—1

Z X exp(jr— k)

?A soma pode ser feita em quaisquer Ng valores sucessivos das amostras.
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Par DFT: x, < X,

e A DFT (e a inversa da DTF) podem ser usadas para calcular os
valores das amostras de X(®) a partir das amostras de x(t), e
vice-versa.

Note que
@ x, é uma funcdo de k=0,..., Ny —1.
@ X, é uma funcdo de r=0,...,Ng—1.

@ xi e X, sdo sequéncias periddicas de periodo M.
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Prova da relacao entre x, e X,

O sinal amostrado obtido a partir de x(t) pode ser descrito como

o(t)= ¥ x(kT)8(t— kT)

k=0
cuja transformada de Fourier é
No—1
Xi(0) = Z x(kT)exp(—jkoT)
k=0
Assumindo um aliasing negligenciavel, no intervalo |®| < ws/2 tem-se
No—1

X(0) = TX;(0) = T( kgo x(kT)exp(—jk(oT)), 0] < w/2
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Assim,
No—1

=T Z (kT)exp(—jkoT), |o| < ws/2

X, = =T Z (kT)exp(—jkranT)

Como xx = Tx(kT) e g T =2nfy T =21(1/To) T =21/ Ny, tem-se
No—1

X, = X(rap) = Z Xk €Xp —Jr—k)
k=
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A prova da transformacgdo inversa pode ser feita de maneira similar,

trocando os papéis de t e @, ou entao multiplicando a expressao
No—

Z Xk €Xp —Jrﬁk)

k=0

por exp(jm(2m/Np)r) e somando em r, r =0,...,Ng —1 para obter

No—1 o No—1 ,No—1
Z X,exp(jmﬁor): Z ( Z Xk €Xp —jr—k)) exp(Jm—r)
r=0 r=0

No—1 , No—1

Z ( Z xkexp(j(m— k)N ))

r=0
Trocando a ordem das somatdrias, tem-se
No—1 No—1

No—1
r;) X,exp(jmzﬁjzr): Z xk( Z exp(j(m—k)%r))

k=0 r=0

Pedro L. D. Peres (FEEC/UNICAMP) EA614 11/24



O termo entre parénteses do lado direito, para m = k, é igual a
No—1
Y 1=No
r=0

e, para os demais valores de m # k

No—1 o

ZP p

. 27
=0, p=exp(j(m— k)ﬁo)’ pMo=1

Portanto,

No—1 1 No—1
Z X exp(/k—r) =xkNo = xx Z Xrexp jk—r)
R

O
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Dado um conjunto de Ny pontos xx, k=0,...,Ng— 1, tem-se

Xo=xo+x1+x2+ -+ Xng-1
X1=x0+0x1+ 00+ + 0

X1 =x0+0°x1+ 0"+ -+

No—1
07 XNp—1

2(N0_1)XN0—1

XNO,1 =Xg + 60N0_1X1 + (1)2(N°_1)X2 +-- 1+ (l)(NO_l)(NO_l)XNO,1

2T
o = exp(— ﬁo)
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Ou, escrevendo na forma matricial,

XO 1 1 ]. 1 X0
X1 1 o 0? wNo—1 X1
X2 — 1 (02 a)4 e (02(N071) X2
Xnpr] |1 @Ml @2 L oNe-De-1) | | |
Matriz DFT

Com @ expressando a raiz Ny da unidade

27
@ = exp(— ﬁo)
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@ A matriz DFT é simétrica
@ Os elementos DF T, da matriz s3o dados por w'k

@ As colunas sdo ortogonais, i.e.,

_ S% -
(Olk (014
w2k w2€
(03k (03£ —0

w(No.fl)k _w(N(}l)z_
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® = exp(—j-)

Por exemplo, para Ny = 4, tem-se

o=—j, 0°=-1, 0*=j, o*=1 0®=-1, 0’=—j
Xo 1 1 1 17[x 1 1 1 17[x
Xil |1 o 0 o |x| |1 - -1 j||x
Xo| |1 0 o* 0| |x| |1 -1 1 -1 |x
X3 1 0 0% 00| |x; 1 j -1 —j||xs
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Inversa da DFT

Das definicdes de x, e X,, observa-se que

X0 1 1 1 s 1 Xo
X1 1 a)—l 0)_2 ce a)—(No—l) Xl
X2 — i 1 02 ot e w~2(No—1) Xo
No
| Xyt 1 WD) 21 ... o-(M-D(M-1) | | Xy ]
Matriz iDFT
21
0= eXP(—JﬁO)
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0= exp(—j2F)
= exp(—j -
No

Por exemplo, para Ny = 4, tem-se

(1)71:_/.7 0)72:_1, w73 :.j7 (D74:17 wiﬁz_la ® :.j7

Xo 1 1 1 17 [x 1 1 1 17[x
Xi| 11 o' o2 o3| x| 1|1 j -1 j||x
Xol 41 02 0% 0 (x| 41 -1 1 -1 |x
X3 1 o2 0 0 |x 1 j -1 j||x3
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FFT (Fast Fourier Transform)

e Explorando a linearidade da transformada de Fourier (e da DFT),
pode-se calcular a transformada de Fourier de um sinal x(t) como
sendo a soma de transformadas de Fourier de segmentos de x(t).

@ O algoritmo é baseado na divisdo de uma sequéncia de dados com N
pontos em duas sequéncias de Ny/2 amostras pares e Ny/2 amostras
impares.

@ O algoritmo é simplificado escolhendo-se Ny como uma poténcia de 2.

@ Para um conjunto de Ny pontos, denota-se

o1 No—1 " 1 No—1 P
: r —kr
Ny = EXP(—JW)y Xr=Y xop, xk= N Xrop,
0 k=0 0 r=0

Pedro L. D. Peres (FEEC/UNICAMP)



Considere xx, k=0,...,No—1 (Np pontos) separado em duas sequéncias
de Np/2 elementos, constituidos de amostras de indices impares e pares

X0y X2, X4y e e vy MNG—2, X1, X3, X5, s NN—1
sequéncia g sequéncia hy
Portanto,
(No/2)—-1 (No/2)—
— 2kr (2k+1)r
X, = kzo sz(l)NO + kzo G)N0

Além disso, como

i .2
wNo = exp(—j - No XP(—JW) = W, /2

tem-se
(No/2)—-1 . (No/2)—1 )
Xr= ), xuOyp+Oy, ), Xek+10y ) (1)
k=0 k=0

X, =G, + 0 Hr, 0<r<No—1
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Note que G, e H, sdo as DFTs de Np/2 pontos das sequéncias gx (pares)

e hi (impares), ambas com periodo Np/2. Portanto,
Gring2 = Gry  Hepng2 = He

e, além disso,

r+N0/2 N0/2 r

Op, = @y, O, = exp(—jT) oy, = — 0y,

Assim,
Xr+No/2 =G, — wl’ilo H,

()

Esta propriedade pode ser utilizada para reduzir o nimero de célculos, pois

pode-se computar os primeiros Ny/2 pontos (0 < r < Np/2—1) de X,

como em (1) e os dltimos Ny/2 pontos como em (2)

Xr:Gr"’_wlliloHru X,+NO/2:G,—a),rVOH,, O§r§N0/2—1
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Portanto, uma DFT de Ny pontos pode ser computada combinando duas
DFTs de Np/2 pontos, como representado abaixo (estrutura conhecida
como borboleta)

G, X,

H, Xr+N0/2

Para calcular as DFTs de Ny/2 pontos G, e H,, as sequéncias gk e hy sdo
divididas em duas sequéncias de Np/4 pontos correspondentes as amostras
pares e impares.

O procedimento é repetido até que se calcule a DFT de um ponto.

A obtenc3o da iDFT segue um procedimento idéntico, porém com a),gol
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Reducdo da complexidade

As operagdes necessdrias para se obter X, a partir de x, (e vice-versa) pela
multiplicagdo que envolve a matriz DFT sdo da ordem ¢(N3). Com a
FFT, reduzem-se a &(Nglog, Np).

10000 i

9000 / 1
8000 1
7000 // 1
6000 / 1
5000 1
4000 ) 1
3000 1
2000 h

1000 — 1
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O procedimento explora as propriedades das raizes de ordem Ny do circulo
unitario, como ilustrado abaixo para Ny = 16

15 T T T T T
12
11 13
1r ]
14
=
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