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Transformada Discreta de Fourier

Cálculos numéricos da transformada de Fourier para um sinal x(t)
baseiam-se em um conjunto finito de valores amostrados do sinal, e
resultam em valores discretos de X (ω).

A relação entre as amostras de X (ω) com as amostras de x(t) pode
ser estabelecida a partir do Teorema da Amostragem (no tempo) e de
seu dual, a amostragem espectral.
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Considere x(t) um sinal limitado no tempo de largura τ , com espectro
em frequência X (ω) = F{x(t)}.

X (ω) =
∫ +∞

−∞
x(t)exp(−jωt)dt

Como x(t) é limitado no tempo, o espectro X (ω) é ilimitado em
frequência.

Amostrando x(t) com intervalos T , obtém-se o sinal amostrado
xa(t), com as amostras x(kT ). Pelo Teorema da Amostragem o
espectro do sinal amostrado é constitúıdo pela repetição de X (ω) a
cada fs = 1/T Hz (com sobreposições ou aliasing).
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Repetindo-se o sinal amostrado a cada T0 > τ segundos, tem-se um
sinal periódico que pode ser descrito por uma série exponencial de
Fourier

xT0(t) =
+∞

∑
k=−∞

ck exp(jkω0t), ω0 =
2π

T0

ck =
1

T0

∫
T0

0
x(t)exp(−jkω0t)dt =

1

T0
X (kω0)

Portanto, os coeficientes da série de Fourier para xT0(t) são (1/T0)
vezes os valores das amostras do espectro de X (ω) tomadas a
intervalos de ω0, ou seja, o espectro do sinal periódico xT0(t) é o
espectro X (ω) amostrado.

Como T0 > τ , os ciclos sucessivos de x(t) que aparecem em xT0(t)
não se sobrepõem, e x(t) pode ser recuperado de xT0(t).
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A recuperação de x(t) a partir de xT0(t) indica, de maneira indireta,
que X (ω) pode ser reconstrúıdo a partir das amostras X (kω0), que
são separadas pela frequência fundamental f0 = 1/T0 Hz do sinal
periódico xT0(t).

Portanto, a condição de recuperação é

T0 > τ ⇐⇒ f0 <
1

τ
Hz
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A transformada de Fourier do sinal periódico xT0(t) é dada por

F{xT0(t)}=
1

T0

+∞

∑
k=−∞

X (kω0)F{exp(jkω0t)}

=
2π

T0

+∞

∑
k=−∞

X (kω0)δ (ω − kω0)

que é um sinal constrúıdo pelas amostras de X (ω) espaçadas de
ω0 rad/s, ou f0 = 1/T0 Hz.

É interessante notar que o número de amostras do sinal no tempo em
um peŕıodo T0 é idêntico ao número de amostras do espectro X (ω)
do sinal, ou seja,

fs =
1

T
, f0 =

1

T0
=⇒ N0 =

T0

T
=

fs

f0
=

1/T

1/T0
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Se x(kT ) é a k-ésima amostra de x(t) e X (rω0) é a r -ésima amostra
de X (ω), definem-se

xk = Tx(kT ) =
T0

N0
x(kT ), Xr = X (rω0), ω0 = 2πf0 =

2π

T0

Transformada Discreta de Fourier — DFT

As equações que relacionam xk e Xr são dadas pora

Xr =
N0−1

∑
k=0

xk exp(−jr
2π

N0
k)

xk =
1

N0

N0−1

∑
r=0

Xr exp(jr
2π

N0
k)

aA soma pode ser feita em quaisquer N0 valores sucessivos das amostras.
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Par DFT: xk ⇐⇒ Xr

A DFT (e a inversa da DTF) podem ser usadas para calcular os
valores das amostras de X (ω) a partir das amostras de x(t), e
vice-versa.

Note que

xk é uma função de k = 0, . . . ,N0−1.

Xr é uma função de r = 0, . . . ,N0−1.

xk e Xr são sequências periódicas de peŕıodo N0.
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Prova da relação entre xk e Xr

O sinal amostrado obtido a partir de x(t) pode ser descrito como

xa(t) =
N0−1

∑
k=0

x(kT )δ (t− kT )

cuja transformada de Fourier é

Xa(ω) =
N0−1

∑
k=0

x(kT )exp(−jkωT )

Assumindo um aliasing negligenciável, no intervalo |ω | ≤ ωs/2 tem-se

X (ω) = TXa(ω) = T
(N0−1

∑
k=0

x(kT )exp(−jkωT )
)

, |ω | ≤ ωs/2
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Assim,

X (ω) = T
N0−1

∑
k=0

x(kT )exp(−jkωT ), |ω | ≤ ωs/2

e

Xr = X (rω0) = T
N0−1

∑
k=0

x(kT )exp(−jkrω0T )

Como xk = Tx(kT ) e ω0T = 2πf0T = 2π(1/T0)T = 2π/N0, tem-se

Xr = X (rω0) =
N0−1

∑
k=0

xk exp(−jr
2π

N0
k)
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A prova da transformação inversa pode ser feita de maneira similar,
trocando os papéis de t e ω , ou então multiplicando a expressão

Xr =
N0−1

∑
k=0

xk exp(−jr
2π

N0
k)

por exp(jm(2π/N0)r) e somando em r , r = 0, . . . ,N0−1 para obter

N0−1

∑
r=0

Xr exp(jm
2π

N0
r) =

N0−1

∑
r=0

(N0−1

∑
k=0

xk exp(−jr
2π

N0
k)
)

exp(jm
2π

N0
r)

=
N0−1

∑
r=0

(N0−1

∑
k=0

xk exp(j(m− k)
2π

N0
r)
)

Trocando a ordem das somatórias, tem-se

N0−1

∑
r=0

Xr exp(jm
2π

N0
r) =

N0−1

∑
k=0

xk

(N0−1

∑
r=0

exp(j(m− k)
2π

N0
r)
)
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O termo entre parênteses do lado direito, para m= k , é igual a

N0−1

∑
r=0

1 = N0

e, para os demais valores de m 6= k

N0−1

∑
r=0

ρ r =
1−ρN0

1−ρ
= 0, ρ = exp(j(m− k)

2π

N0
), ρN0 = 1

Portanto,

N0−1

∑
r=0

Xr exp(jk
2π

N0
r) = xkN0 =⇒ xk =

1

N0

N0−1

∑
r=0

Xr exp(jk
2π

N0
r)

�
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Dado um conjunto de N0 pontos xk , k = 0, . . . ,N0−1, tem-se

X0 =x0+ x1+ x2+ · · ·+ xN0−1

X1 =x0+ωx1+ω2x2+ · · ·+ωN0−1xN0−1

X1 =x0+ω2x1+ω4x2+ · · ·+ω2(N0−1)xN0−1

...

XN0−1 =x0+ωN0−1x1+ω2(N0−1)x2+ · · ·+ω(N0−1)(N0−1)xN0−1

ω = exp(−j
2π

N0
)
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Ou, escrevendo na forma matricial,










X0

X1

X2
...

XN0−1










=










1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωN0−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(N0−1)

...
...

...
. . .

...

1 ωN0−1 ω2(N0−1) · · · ω(N0−1)(N0−1)










︸ ︷︷ ︸

Matriz DFT










x0
x1
x2
...

xN0−1










Com ω expressando a raiz N0 da unidade

ω = exp(−j
2π

N0
)
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A matriz DFT é simétrica

Os elementos DFTℓk da matriz são dados por ωℓk

As colunas são ortogonais, i.e.,










ω1k

ω2k

ω3k

...

ω(N0−1)k










∗








ω1ℓ

ω2ℓ

ω3ℓ

...

ω(N0−1)ℓ










= 0
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ω = exp(−j
2π

N0
)

Por exemplo, para N0 = 4, tem-se

ω =−j , ω2 =−1, ω3 = j , ω4 = 1, ω6 =−1, ω9 =−j ,







X0

X1

X2

X3






=







1 1 1 1
1 ω ω2 ω3

1 ω2 ω4 ω6

1 ω3 ω6 ω9













x0
x1
x2
x3






=







1 1 1 1
1 −j −1 j

1 −1 1 −1
1 j −1 −j













x0
x1
x2
x3






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Inversa da DFT

Das definições de xk e Xr , observa-se que










x0
x1
x2
...

xN0−1










=
1

N0










1 1 1 · · · 1

1 ω−1 ω−2 · · · ω−(N0−1)

1 ω−2 ω−4 · · · ω−2(N0−1)

...
...

...
. . .

...

1 ω−(N0−1) ω−2(N0−1) · · · ω−(N0−1)(N0−1)










︸ ︷︷ ︸

Matriz iDFT










X0

X1

X2
...

XN0−1










ω = exp(−j
2π

N0
)
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ω = exp(−j
2π

N0
)

Por exemplo, para N0 = 4, tem-se

ω−1 = j , ω−2 =−1, ω−3 = j , ω−4 = 1, ω−6 =−1, ω−9 = j ,







X0

X1

X2

X3






=

1

4







1 1 1 1
1 ω−1 ω−2 ω−3

1 ω−2 ω−4 ω−6

1 ω−3 ω−6 ω−9













x0
x1
x2
x3






=

1

4







1 1 1 1
1 j −1 j

1 −1 1 −1
1 j −1 j













x0
x1
x2
x3






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FFT (Fast Fourier Transform)

Explorando a linearidade da transformada de Fourier (e da DFT),
pode-se calcular a transformada de Fourier de um sinal x(t) como
sendo a soma de transformadas de Fourier de segmentos de x(t).

O algoritmo é baseado na divisão de uma sequência de dados com N0

pontos em duas sequências de N0/2 amostras pares e N0/2 amostras
ı́mpares.

O algoritmo é simplificado escolhendo-se N0 como uma potência de 2.

Para um conjunto de N0 pontos, denota-se

ωN0 = exp(−j
2π

N0
), Xr =

N0−1

∑
k=0

xkωkr

N0
, xk =

1

N0

N0−1

∑
r=0

Xrω
−kr

N0
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Considere xk , k = 0, . . . ,N0−1 (N0 pontos) separado em duas sequências
de N0/2 elementos, constitúıdos de amostras de ı́ndices ı́mpares e pares

x0,x2,x4, . . . ,nN0−2
︸ ︷︷ ︸

sequência gk

,x1,x3,x5, . . . ,nN0−1
︸ ︷︷ ︸

sequência hk

Portanto,

Xr =
(N0/2)−1

∑
k=0

x2kω2kr
N0

+
(N0/2)−1

∑
k=0

x2k+1ω
(2k+1)r
N0

Além disso, como

ω2
N0

= exp(−j
4π

N0
) = exp(−j

2π

N0/2
) = ωN0/2

tem-se

Xr =
(N0/2)−1

∑
k=0

x2kωkr

N0/2
+ω r

N0

(N0/2)−1

∑
k=0

x2k+1ωkr

N0/2
(1)

Xr =Gr +ω r

N0
Hr , 0≤ r ≤ N0−1
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Note que Gr e Hr são as DFTs de N0/2 pontos das sequências gk (pares)
e hk (́ımpares), ambas com peŕıodo N0/2. Portanto,

Gr+N0/2 = Gr , Hr+N0/2 = Hr

e, além disso,

ω
r+N0/2
N0

= ω
N0/2
N0

ω r

N0
= exp(−jπ)ω r

N0
=−ω r

N0

Assim,
Xr+N0/2 = Gr −ω r

N0
Hr (2)

Esta propriedade pode ser utilizada para reduzir o número de cálculos, pois
pode-se computar os primeiros N0/2 pontos (0≤ r ≤ N0/2−1) de Xr

como em (1) e os últimos N0/2 pontos como em (2)

Xr = Gr +ω r

N0
Hr , Xr+N0/2 = Gr −ω r

N0
Hr , 0≤ r ≤ N0/2−1
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Portanto, uma DFT de N0 pontos pode ser computada combinando duas
DFTs de N0/2 pontos, como representado abaixo (estrutura conhecida
como borboleta)

Gr

Hr

Xr

Xr+N0/2

ω r

N0

−ω r

N0

Para calcular as DFTs de N0/2 pontos Gr e Hr , as sequências gk e hk são
divididas em duas sequências de N0/4 pontos correspondentes às amostras
pares e ı́mpares.

O procedimento é repetido até que se calcule a DFT de um ponto.

A obtenção da iDFT segue um procedimento idêntico, porém com ω−1
N0
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Redução da complexidade

As operações necessárias para se obter Xr a partir de xk (e vice-versa) pela
multiplicação que envolve a matriz DFT são da ordem O(N2

0 ). Com a
FFT, reduzem-se a O(N0 log2N0).
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O procedimento explora as propriedades das ráızes de ordem N0 do ćırculo
unitário, como ilustrado abaixo para N0 = 16
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