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Ortogonalizacao — Exercicios

1) Determine a para que z1(t) e z2(t) sejam ortogonais entre si, sendo

r1(t) = Go(t) , x2(t) = (§t —a)Gs(t)

Impondo a restrigao de ortogonalidade, tem-se

+1 3 3 o 1
2
<m1x2>:/ (§t —a)dtz(;—at) :i—a—<—§+a>:0

-1

= 1—-2a=0 = a=-

2) Determine a para que x1(t) e xo(t) sejam ortogonais entre si, sendo
z1(t) = (1 =t)G1(t —0.5) , x2(t) = (at + 1)G1(t — 0.5)

Impondo a restrigao de ortogonalidade, tem-se

+1 +1 _at3 42 +1
< xymg >= / (1—t)(at+ 1)dt = / (—at* + (a — )t + 1)dt = < 5 T (a— 1)5 + t>
0 0 0

=—+

1
3 2 +1=0= —-2a+3a—-3+6=0 = a=-3

3) Determine a e b para que x3(t) seja ortogonal a x1(t) e a x2(t) sendo
1
z1(t) = G1(t — 0.5) , za(t) = tG1(t — 0.5) , w3(t) = (at® + bt — 6)Gl(zt —0.5)

Todos os sinais estao definidos no intervalo (0,1). Assim, as restrigdes de ortogonalidade impoem

1 3 2 1
1 at t t a b 1
1 = = 2apt—VYD)=(—4b——=) =—4+-—==0
T < Fa%1 > /0(a +ot =50 (3 03 6>0 37276
LI 1 atf B 2\' 4 b 1
I e 2abt— )t =(—4+b——) ==+ ——=0
r3 Lxry = <z31]> /O(a + 6)() <4 + 3 12>0 4+3 5

Escrevendo na forma matricial

W sl ls) =G = e=mre=

4) Determine a projecao de erro quadrético minimo do sinal z(¢) na base formada pelos sinais fi(t) e
fa(t), isto é, determine « e /3 tais que

a(t) = (2= t)Ga(t = 1) = afi(t) + Bfo(t) +€(t) , [1(t) =G2(t—1) , fot) =Gt —1.5)
sendo €(t) o erro de projegao.
e(t) = 2(t) — afi(t) — Bfa(t)
Elevando ao quadrado, integrando no intervalo de interesse (0,2) e derivando em relacdo a a e f,

chega-se ao sistema de equacoes

<ft> <fife>][e] _[<zfh> 2 1 Ja] |2 3
e S - BB e

A figura a seguir mostra o sinal z(t) (azul), a aproximagao dada por 1.5f;(¢t) — fa(t) (verde) e o erro
(tracejado em vermelho). Note que o erro é ortogonal a f1(t) e fa(t)
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5) Determine o erro €(t) da projegao de erro quadrético minimo do sinal x(¢) na base formada pelos

sinais f1(t) e fa(t)
z(t) =G3(t—1.5) + G2(t —2) , fi(t)=Ga(t—1) , fo(t) = fa(t—1)

<ft> <fifo>][a] [<afi> 2 1e] 3 2 5_§
<fifoe> <f2> 1|8 |<z2fo> 1 2|8l " |40 T3 P73

Note que o erro, e = x — (2/3) f1 — (5/3) f2, é dado por

€(t) = Ga(t—1.5)+Ga(t—2)— (2/3)Ga(t—1)— (5/3)Ga (t—2) = éGl(t—0.5)—%Gl(t—1.5)+éG1(t—2.5)
é ortogonal a f1 e fa (< efy >=0, < efy >=0).

6) Determine uma base ortogonal para os sinais, nulos fora do intervalo (0, 1),

filt)=t—=1, fot)=1-2t, f3(t)=2t+1

Aplicando o procedimento de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

gi(t) =f(t) =t -1

- < fogi >
wlt) =) = =200 ()
93(t) =f3(t) — < Js0i > >91(’5) S s > (t)
< g19] > < g2g5 >

Computando os produtos escalares

1 1 43 T
0 0 0

1 1 _ 943 42 1 1
< fagi >= / (1 —2t)(t —1)dt = / (=2t> + 3t — 1)dt = [ —— +3— — t> = ——
0 0 3 2 0 6

tem-se
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Como pode ser verificado, ¢1(t) L ga(t):

! t 3¢ 1 B, 1t
< 9163 >=/ (t— 1)(=3t/2 + 1/2)dt :/ (-2 ot Dyt = (- 4 22— 1)
; ) T2 2 2 210

Continuando o procedimento, tem-se

1 1
9, 6 1 1
< gogs >= / (=3t/2 +1/2)%dt = / (=% — —t+ —)dt = — (3t> — 3t* + 1)
0 o 4 4 4 4

! ! 28 2 \' 5
< fsg? >:/ (2t+1)(t—1)dt:/ @2 —t-1ar= (L ) Z 3
; A 3 2 '), 6

1

) . 2 t\' 3
(=32 —t/2+1/2)dt = (P — =+ <) =-=
2), 4

1
< fags >:/0 (2t+1)(—3t/2+1/2)dt:/0 -

gs(t) = (2t + 1) — ((_1%?) (t—1)— ((_1%) (=3t/2 4+ 1/2)

5
=20+ 14 (6= 1) +3(-3t/2+1/2) = 0

Note que g3 = 0 indica que ha apenas dois sinais linearmente independentes no conjunto. De fato,
Cl(t—l)+62(1—2t)—|—63(2t—|—1) =0 = (Cl—202+263)t—|—(—01—|—02+63) =0

que possui intiimeras solugoes. O mesmo espago poderia ser gerado por uma base formada pelos sinais
gi1(t) =tega(t) =1

7) Determine uma base ortogonal que represente o espago de sinais gerado por c1x1(t)+cowa(t)+csxs(t)
com

21(t) = (L+1)Ga(t — 1) , za(t) = (1 —)Ga(t — 1) , a5(t) = (2t + 1)Ga(t — 1)

S6 hé dois sinais LI no conjunto, pois
ca(14+1t)+ca(l —t) +ce3(2t + 1) = (01 +co+c3)+ (01 —ca+2c3)t =0
possui multiplas solugées. O espago pode ser representado pela base canonica g1 (t) = 1, go(t) = t.

Uma base ortogonal alternativa pode ser gerada pelo procedimento de Ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt.
gl(t) = 1‘1(15) = (1 + t)GQ(t — 1)
2

2 2 2 2 2 t3 2 26
<gi>= [ (L+0)dt= [ (#4204 1)dt =5+ +1) =
0 0 0

2 2 B\2 9
< 224} >:/(1—t)(1+t)dt:/(1—t2)dt: t——) =—=
0 0 3), 3
< x2g] > (—2/3) 14 12
t)=ao(t) - —2 T 1 —t— 14t) = — ¢
92() = wo{t) = —— = D RIRRE IR
12 1 /2 1 /14483 2
2 2 2 2
= — [ (14—120%dt = — [ (14412 — 336t + 196)dt = — — 3362 + 196t
<922 132/0( ) 132/0( + 196) 132< 3 * )0
1 8
= (104) = —
132108 = 33

2 2, 23 12 \* 1 40
< z3g} >:/0 (2t+1)(1+t)dt:/0 (2t +3t+1)dt:<?+3§+t> =5 t6+2=
0



FEEC - EA614 - 2526 - Prof. Pedro Peres Exercicios (Ortogonalizacao)

< wags >= 1/Q@n+nu4 1%Mt—‘l/a(2ﬁ2+1&+1®ﬁ—-1 280
SRR A 13 T\ 3 2 .

_ ! 248+32+28 _ 4
13 3 13

golt) = aylt) - S Z g SH 2oy Wy A1) (14 12 )

A
<> T <g> (26/3) (8/13) \13 13
20 76
2+ - (1) +———t=0
@i+ =3+ +93 - 33

Como esperado, o procedimento comprova que héd apenas dois sinais LI no conjunto.

8) Determine uma base ortogonal para o espago linear gerado pelos sinais

xl(t) = Gl(t — 0.5) — Gl(t — 1.5) s .%'Q(t) = Gl(t — 1.5) — Gl(t — 2.5) s (L‘g(t) = G3(t — 1.5)

Aplicando o procedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
gl(t) = xl(t) = Gl(t — 0.5) — Gl(t — 1.5), < g% >= 2,

= 0a(t) = malt) - g (1) = malt) + S01(t) = 5Galt 1) — Gt — 2.5)
1

< X291 >= -1

<391 > < T3g2 >
g3(t) = a3(t) — —5—nlt) - —=5—

t
<gi> <g}> a:(t)
9 1 1 3
<z391 >=0, <2392 >=0, <gg>=—-+-+1=_
4 A4 2
Tlustrando os sinais:
A A
z1(t) = g1(t) T2
1 1
| 2 b 2 3 ©
3 1 i’

w3(t) = g3(t)

ga(t)

0.5

—
v
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Como pode ser verificado,
<9192 >=< 9193 >=<g2g93 >=0

9) Determine uma base ortogonal para o espago gerado pelos sinais
xl(t) = Gl(t — 05) s 562(75) = 2G1(t — 05) + Gq (t — 25)
Pelo procedimento de Gram-Schmidt,

gl(t) = xl(t) = Gl(t — 0.5)

91(t) = z2(t) — 791(t) = 22(t) — 2g1(t) = G1(t — 2.5)
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10) Considere que os m sinais reais xj(t) sdo ortogonais entre si no intervalo (0,7") e nulos fora dele
com

T
/ tydt=T , k=1,2,....m
0

Determine a saida do filtro y(T') cuja resposta ao impulso é h(t) = z1(T — t) para a entrada
m
x(t) = Zakl“k(t)
k=1

Supondo que o filtro seja um sistema LIT, tem-se y(t) = h(t) * 2(t), ou seja

+00 +00 m m +o0
y(t) = / x1(T—=B)x(t—p)dp = / x1(T—0) Zakxk(t—ﬂ)dﬂ = Zak/ x1(T—=B)xk(t—5)dp
e k=1 k=1

— 00 —00

No instante t = T', tem-se

+oo m +00 m
Zak/ T ,8 .%'k T ﬂ dg = Zak/w xl(é“)xk(g)dg = ;ak < T1x) >

=1

Como os m sinais x(t) sdo ortogonais, tem-se

Y(T)=a1 <x121 >= T

11) Considere m sinais reais ortonormais tais que
mk(t) = .%'k(t)Gl(t - 0.5), k= 1, 2, e,

Determine a saida y(1) do filtro cuja resposta ao impulso é h(t) = z,,(1 — t) para a entrada

x(t) = Z 2Kz (t)
k=1

Supondo tratar-se de um filtro LIT, tem-se y(t) = x(t) * h(t), ou seja

+o0 400 m m 400
v0) = [ on-pat-0ds = [ an(-0)3 2u-0ds =32 [ an(1-ganit-5)as
- - k=1 k=1 >
Em t =1, tem-se
m +00 m +00 m
n=> zk/ Tm(1 = B)ag(1— B)dB = zk/ T (&) (§)dE = 28 < wpmay >
k=1 - k=1 o k=1

Como os m sinais x(t) sdo ortonormais (< z,z,, >= 1), tem-se

Y (1) =2" < zpay, >=2"



