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Sinais continuos e convolucao — Exercicios

1) Esboce as respostas ao impulso de sistemas lineares invariantes no tempo dadas abaixo e classifique
os sistemas quanto & BIBO estabilidade e a causalidade

a) h(t) = 12Ga(t)  b) h(t) = exp(—[t])
c) h(t) =Ga(t) d) h(t) = (2t +4)G1(t + 1.5) — 2tGo(t) + (2t — 4)G1(t — 1.5)
As figuras mostram os sinais:

h(t)=t > G,(t)
2 T T T T T T T
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h(t)=G,,(t
2 T T T T T T T

1.5 .

051 1

a) Nao causal, pois h(t) # 0, t € (—1,0), e BIBO-estével, pois

+oo 1 2
/ |h(t)|dt = / t2dt = 3 <+
—00 -1

b) Nao causal, pois h(t) # 0, t < 0, e BIBO-estavel, pois

+o0 400 Yoo
[ et =2 [ exp(-nan = —2exp-n| ¥ =2 < 4o
0

—00

c¢) Nao causal, pois h(t) # 0, t < 0, e BIBO-estavel, pois

+o0 1
/ |h(t)|dt:/ dt =2 < +00

—00 —1
d) Nao causal, pois h(t) # 0, t < 0, e BIBO-estavel, pois

/ﬂo B(0)]dE = 2(2 x 2)/2 = 4 < +o

—0o0
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2) Classifique quanto a BIBO estabilidade, causalidade e invariancia no tempo o sistema descrito por

[’ t+2
) y(t) = / T a8 exp(—t 4 Bult— BB b) y(t) = / 2848

—00 —00

+00 t
Out)= [ BuBat—B)ds  d)y(t) = /t +(8)dp

—00
a) Sistema linear invariante no tempo, pois
h(t) = exp(—t)u(t), y(t) = z(t) = h(t)
causal (h(t) =0,t < 0) e BIBO-estdvel, pois

—+o00
‘ — 1< 400

+o0o +o0o
/ |h(t)|dt = /0 exp(—t)dt = — exp(—t) .

—00

b) Sistema linear invariante no tempo, pois

“+00

t+2
W(t) = ult +2), y(t) = 2(t)  ht) = / (B)u(t +2 — B)dB = / £(8)dp

—00

nao causal (h(t) #0,t < 0) e nao BIBO-estavel, pois

+o0 +o0
/ h(t)]dt = / 1dt = +oc
—00 -1

¢) Sistema linear invariante no tempo, pois
h(t) = tu(t), y(t) = =z(t) = h(t)

causal (h(t) = 0,t < 0) e ndo BIBO-estével, pois

—+00 —+00
/ M@W:/ tdt — 400
0

—00
d) Sistema linear invariante no tempo, pois

t t t—1 e e
v = [ s@as= [ ais— [ s@as= [ a@ue-gas- [ aguie-1- s
+oo

y(t) = / £(8) (ult — B) — u(t — 1 — B))dp

:h@):/+M5WMuﬁ—ﬁ)—u@—l—ﬁ»ﬂ%:MQ—u@—l):Gﬂt—Oa

—00

e y(t) = z(t) « h(t). Causal (h(t) =0,t < 0) e BIBO-estével, pois

+oo 1
/ Ih(t)|dt = / dt =1 < +oo
0

—0o0
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3) Classifique quanto a linearidade, BIBO estabilidade, invariancia com o tempo, e causalidade, o
sistema descrito por

too q
t) = —uz(t — B)d
y(t) /_OO ww( B)ds
Sistema linear e invariante no tempo, pois
1
t) =xz(t) * h(t h(t) = —
y(t) = x(t) < h(t), h(t) = —

nao causal (h(t) # 0,t < 0) e ndo BIBO-estavel, pois

+o0 +oo 2 400
|h(2)]
0 t 7T2

oo T 0

4) Considere o sistema SISO (Single-Input Single-Output)
t+1

y(t) = Gla(t)} = / (t - B)x(B)dp

-1

a) Determine e esboce a resposta ao impulso

b) O sistema ¢ linear? E invariante no tempo? E causal? E BIBO-estével?
c¢) Determine a saida y(t) para z(t) = 0(t) — d(t — 1)

d) Determine a saida y(t) para x(t) = u(t) — u(t — 1)

a) Como a varidvel de integragao f é tal que t — 1 < f <t + 1, tem-se
t+1 +o00
)= [ - 3095 = / (t= B)S(B) (u(t + 1 - B) —u(t — 1 - §))d5
t

-1

=  h(t) =t(ut+1) —u(t —1)) =tGa(t)

+o0o
y(t) = h(t) xx(t) = / z(B)(t = B)(B)(u(t +1 = B) —u(t =1 - p))dp

—00

nao ¢é causal, pois h(t) # 0 para t € (—1,0), e é BIBO-estavel pois

—+00
/ Ih(t)|dt =1 < +o00

—00
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c) y(t) =tGa(t) — (t — 1)Ga(t — 1) (tracejado vermelho)

4 tGa(t) — (t—1)Ga(t —1)

t
d) yq(t) = / yc(t) (igual a integral da resposta anterior)

—00

t € (—o0,—1): y(t) =0

te(—1,0): t , .
t¢
y(t):/lﬂdﬁ:% =573
te(0,1):
t
y(t):—%+/0d6:——+t
te(1,2):

te(2,+00): y(t) =0

A figura mostra o resultado

2 T T T T T T

1.5 g

051 4
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5) Esboce a saida de um sistema linear e invariante no tempo cuja resposta ao impulso é
h(t) =u(t+1) — 2u(t) + u(t — 1)
para a entrada:
a) xz(t)=wut) b) zt)=—ult)+2ult—1)—u(t—2)
a) y(t) = h(t)xx(t), x(t) =u(t) = y(t) =h(t)*u(t) =Zy(t) = (t+Du(t+1)—2tu(t)+ (t—1)u(t—1)

Computando por partes:

y(#) = 0.t € (—00,—1), y(t) = /ldﬁ —(t+ 1)t € (~1,0)

0 t 0 1
y(t):/ldﬁ—i—/o(—1)d5:1—t,t€(0,1), y(t):/ldﬂ—i—/o (=1)dB =0,t € (1,+00)

A figura ilustra h(t) (azul) e Zj,(t) (vermelho)

h(t) e Zp(t)
1

Note que
h(t) = Gl(t + 0.5) -Gy (t — 0.5), Ih(t) = Trig(t)

b) z(t) = —u(t) + 2u(t — 1) —u(t — 2), Z,(t) = —tu(t) +2(t — Du(t — 1) — (t — 2)u(t — 2)
A figura mostra x(t) e Z,(t)

Y 2@ eZ.(t)
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A saida é dada por y(t) = h(t)xz(t) =

y(t) = (= (t+ Dult +1) +2tu(t) — (t — Du(t — 1)) —2( — tut) + 2(t — Du(t — 1) — (t — 2)u(t — 2))
+ (= (t—Dult —1)+2(t — 2)u(t —2) — (t — 3)u(t — 3))

(u(t+1)—2u(t) +u(t—1)) *z(t) = Zp(t+1) — 2L, (t) + Ly (t — 1)

=y(t)=—({t+ Du(t+ 1)+ 4tu(t) —6(t — Du(t — 1) +4(t — 2)u(t — 2) — (t — 3)u(t — 3)
Os pontos no eixo t que definem os diferentes trechos de reta sao: {—1,0,1,2,3}. Assim, considerando

o limite a esquerda dos pontos, tem-se

y(-1)=0, y0)=-1, y(1)=-244=2, y(2)=-3+8—-6=-1,

y(t <—1)=0,

y(3)=—4+12-124+4=0, yt>3)=—-(t+1)+4—-6(t—1)+4t—-2)—(t—-3)=0

A figura mostra y(t) final

oy

As parcelas Z,(t + 1), —2Z,(t) e Z,(t — 1) sdo mostradas na figura a seguir em diferentes tons. Como

pode ser verificado, a soma das parcelas produz o sinal y(¢).

Y T.(t+1), —27.(1), T.(t—1)
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6) Determine a saida y(t) do sistema linear e invariante no tempo cuja resposta ao impulso é
G{6(t)} = 900(exp(—3t)u(t)) x (exp(—3t)u(t))

para a entrada x(t) = 4sen(2t) cos(3t)

h(t) =900 /_+OO exp(—3p8)u(B) exp(—3(t—p))u(t—p)ds = 900 </Ot exp(—30) exp(—3(t — ﬁ))dﬂ) u(t)

= 900 exp(—3t) ( /0 t dﬁ) u(t) = 900t exp(—3t)u(t)

900

H{(s) = L{h(t)} = 900L{exp(=3t)u(t))} L{(exp(=3t)u(t))} = G

Re(s) > —3
x(t) = 4sen(2t) cos(3t) = 4 (% exp(j2t) — %exp(—th)) <% exp(j3t) + %exp(—j?)t))

- % (exp(j5t) + exp(—jt) — exp(jt) — exp(—j5t))

=2 (% exp(jbt) — i exp(—j5t)> +2 <i exp(jt) — i exp(—jt)) = 2sen(5t) — 2sen(t)

2j 2j 2j
ys(t) = 2|H(j5) sen (5t + Z(H(j5))) — 2[H(j)[ sen(t + Z(H(5)))
) 900 , .

HG) = e HO) %90, Z(H() ~~0.64

yf(t) =~ b3sen(5t — 2.06) — 180sen(t — 0.64)

7) Esboce z(—2t 4+ 2) e &(t) para

x(t) =t(ut+2) —u(t)) + (u(t) — u(t —2))

Sinal: z(t) = tGa(t + 1) + Ga(t — 1)

v
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Deslocando: z(t +2) = (t + 2)Ga(t + 3) + G2(t + 1)

4
z(t + 2)

\4

Escalonando: (2t +2) = (2t + 2)G1(t + 1.5) + G1(t 4+ 0.5)

A
(2t +2)

\4

Reversao no tempo: x(—2t +2) = G1(t — 0.5) + (=2t + 2)G1(t — 1.5)

A
z(—2t+2)

Calculando &(¢):
() =u(t+2) —u(t) +t(06(t+2) —0(t) +0(t) = 6(t —2) = Ga(t+1) —26(t +2) + 6(t) — 6(t — 2)
pois td(t +2) = —20(t + 2) e td(t) = 05(t) = 0.

A derivada de uma descontinuidade produz um impulso de amplitude igual & diferenca entre os valores
a esquerda e a direita da descontinuidade: em t = —2, o sinal vermelho vale 0 a esquerda e —2 a direita,
produzindo —26(t + 2) como derivada; em ¢ = 0, o sinal vermelho passa de 0 a 1 (derivada 6(¢)) e em
t = 2 vai de 1 para 0 (derivada —d(¢t — 2)). No intervalo (—2,0) @(t) ¢é igual a 1 e no intervalo (0, 2)
z(t) = 0.
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% (em azul)

o~
v

8) Esboce y(t) = z(t) * z(t) para

z(t) = —u(t+1) + 3u(t) — 2u(t — 2)

Sinais x(t) e Zy(t)

A expressao de Z,(t) pode ser obtida: (—oo,—1) : Z,(t) =0,

t ¢

(—1,0) : Z,.(¢t) = / (=Ddp=—-t—1, (0,2):Z,(t)=-1 +/ (2)dB =2t —1, (2,400):Z,(t)=3
-1 0

Como xz(t) é composto por degraus deslocados, x(t) * u(t) = Z,(t) e x(t) xu(t — 1) = Z,(t — 7), tem-se

y(t) = a(t) xx(t) = L, (t + 1)+ 37, (t)-27,.(t —2)
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A figura a seguir ilustra as trés parcelas de y(t).

A y()

v

O resultado final é dado pela soma das parcelas, que devem ser particionadas em trechos nos quais
cada parcela seja descrita por uma reta: (—oo,—2), (—2,-1), (—=1,0), (0,1), (1,2), (2,4) e (4, +0).
A partir desses trechos, identificam-se os pontos que, em cada intervalo, definem um trecho de reta
(de baixo para cima):

t=-2:0+40=0; t=-1:04+1=1;, t=0:-3-1=-4; t=1:-34+0+3=0;

t=2:-3+249=8, t=4:—6-3+9=0
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A figura abaixo ilustra (em tracejado vermelho) o resultado da convolugao.

v

—6

Note que a largura do pulso resultante é igual & soma das larguras dos pulsos z(t)
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Uma alternativa a soma de trechos de reta é dada pela utilizagao da propriedade:

o(t) =a(t) = y(t) = x(t) x2(t) = x(t) * Lo(t) = Lo(t)eo()

No exemplo, tem-se:
ot) = (1) = 5 (~ult + 1) + Bu(t) — 2u(t —2) = ~6(t + 1) + 35() — 26(t —2)
e a convolucao de z(t) com impulsos deslocados produz (em marrom, verde e laranja)
x(t) xv(t) = —z(t + 1) + 3z(t) — 22(t — 2)

ou, em termos dos degraus,

z(t) xv(t) = (—u(t + 1) + 3u(t) — 2u(t — 2)) * (—6(t + 1) + 36(¢t) — 256(t — 2))
=u(t+2)—30(t+1)+26(t —1) —3u(t + 1) +9u(t) — 6u(t — 2) + 2u(t — 1) — 6u(t — 2) + 4u(t — 4)
=u(t+2) —6u(t+ 1)+ 9u(t) + 4u(t — 1) — 12u(t — 2) + 4u(t — 4)

como ilustrado na figura (resultado em tracejado vermelho)

A z(t) xv(t) (vermelho tracejado)
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Finalmente, y(t) pode ser obtido a partir da integral de z(t) * v(t) (note que para se determinar os
pontos que definem a curva Z(y).y(r), basta ir somando as dreas associadas aos retangulos).

A Tupyeoq(t) (lilds)

v

9) Determine H(s) (transformada de Laplace da resposta ao impulso) do sistema descrito por
V1+ve=x; v9+v1=22; y=2x+ v+ v

e a safda y(t) para a entrada z(t) = 200 cos?(t).

d
Usando a notacao p = X tem-se pv; +vo =x, pus+vi =2px, Yy =22x4+v+ v

_ b
=1

2 2 2 2
pz  (2p° 1)z p (2p° =Dz (4p° —p—3)z
vgzx—pvlzw—i—pz_l: 21 y:2x—p2_1+ 21 = 21

B _4p*—p-3 482 —5-3  (4s+3)(s—1) (4s+3)
W -Dy=W'-p=3r = He) == 5| == T i neoD) 1))

= (pvo+v1 =2px) — (p)(pv1 +va=12) = (1—pvi=pz, v
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Para a entrada

11 2\ IR 1 . 1
x(t) = 200 3 exp(jt) + 3 exp(—jt) | =200 1 exp(j3t) + 1 exp(—j2t) + 5)= 100 + 100 cos(2t)

tem-se, como h(t) é real (pois h(t) = L~H{H(s)}),

yf(t) = 100H (0) + 100|H (52)| cos(2t + LH(j2)) ~ 300 + 382 cos(2t + 0.105)

10) Determine e esboce M (w) (médulo da resposta em frequéncia) para |w| < 27/T do sistema linear

invariante no tempo
20(t) +2z(t+T)+ 2t —T)
Gla(t)} = 5 ,

A relagao entrada-saida pode ser obtida com o conceito de autofuncao:

T>0

z(t) = exp(st) = y(t) = H(s)exp(st)
que resulta em

2exp(st) +exp(s(t+1T)) +exp(s(t —T))
2

Y (s) = H(s)exp(st) =

24 exp(sT) + exp(—sT)
B 2

= H(s) = 1+ cosh(sT)

exp(jwT’) + exp(—jwT)
2
= Mw)=1+cos(wT), ¢(w)=0

H(jw) = M(w)exp(jo(w)) =1+ cosh(jwT) =1+ =1+ cos(wT)

A figura mostra M (w) para T = 1.

1+cos(w)

08

0.4
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11) a) Determine e esboce M (w) (mdédulo da resposta em frequéncia) para |w| < 2w /T para o sistema
linear invariante no tempo

Glz(t)} = 2u(t) — (t +4T) —2(t=T) , T >0

Com o conceito de autofungao

z(t) =exp(st) = y(t) = H(s)exp(st)

2exp(st) —exp(s(t+1T)) —exp(s(t —T))

Y(s) = H(s)exp(st) =

— exp(sT) <2 — (exp(sT) + exp(—sT)))

4 4
o H(s) = 2= (exp(sT)4+ exp(—sT)) _1- co;h(sT)
H(jw) = M(w)exp(jop(w)) = % _ M _ % _ <exp(ij) +Qexp(—ij)> _ % 3 cos(QwT)
8
12) Determine a saida y(t) do sistema abaixo para a entrada x(t) = 5exp(—2t)
X(s) Y (s)
C(s) >  H(s) >
Ols) = @’ () = ssLlo
1 le
Y(s) = (X(s) = Y())C(s)H(s) = ) _ )= DAL
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Se
B g NG L BN
€ =26 T =56 = Y= 15D6) 1 BENG
Para
100 sl B 100(s + 1) 100s + 100
Clo)==7 H =755 = GO~ 300, 11006 41— 52+ 1105 £ 100

o(t) = Sexp(—2) = yy(t) = H(—2)5exp(—21) = <T(1)2> Sexp(—2t) = = exp(—2t)

13) Considere z(t) mostrado na figura abaixo

a) Esboce y(t) = z(—2t + 4)

b) Determine (expressao usando degraus e impulsos) e esboce #(t)

Y 2it+49)
1
1 2
—4 -3 —2 -1 ¢
—1 e Y
4 22t +9)
1
1 2
-4 =3 -2 -1 ;
—1 }e
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b oz(—2t+4)

Note que
o(t) = Go(t — 3) + (2 —t/2)Ga(t —5) = (u(t —2) —u(t —4)) + (2 — t/2) (u(t — 4) — u(t — 6))

Assim,

(t) = 6t —2) — 5t — 4) — %(u(t C4) —u(t—6)) + (2~ t/2)(5(t — 4) — (¢ — 6))

=0(t—2) =6t —4) — \(u(t—4) —u(t —6)) +6(t — 6)

G2(t—5)

1
2

o(t—2) o(t — 6)

_05 .................................

—0.5Ga(t — 5)

14) Determine a expressao analitica de z(t) descrito na figura abaixo, usando degraus para definir os
diferentes intervalos e esboce (t)

Usando fungoes do tipo Gate (i.e., Gp(t)), tem-se
z(t) = (t+1)G1(t +0.5) — G1(t — 0.5) + (—t/3 + 4/3)Gs(t — 2.5)
ou, em termos de degraus,

z(t) =+ D) (ult+1) —u®) — (u(t) —u(t—1)) + (=t/3+4/3) (u(t — 1) — u(t — 4))

(4 Dult + 1) — tu(t) — 2u(t) + ut — 1) + - Dyt -1y - 4 _ t)

Note que, para t > 4, todos os degraus valem 1 e a soma dos termos é igual a zero.

u(t —4)
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t
15) a) Esboce Z,, (t) = / x1(B)dS para x1(t) mostrado na figura abaixo.

— 00

b) Expresse x2(t) como soma ponderada de degraus deslocados
c¢) Esboce a convolucao x1(t) * zo(t)

A z1(t) z2(t)

a) Note que Z,,(t) vale zero para t < 0 e assume o valor total da drea sob a funcgao para t > 3, que

também ¢ igual a zero. Computando por intervalos:

(—00,0): Ty, (t) = 0

(07 1): Im(t) = /Ot(Q)dB =2¢

(1,2): Z,,(t) :2+/t(1)dﬁ:2+t—1:t+l
1

(2,3): T, (t) =3+ /t(—3)d5 =3+ (=3)(t—2)=—-3t+9
2

(3, +00): Ty, (t) = 0

A figura ilustra Z,, (t), que pode ser expresso como

Tp, (1) =2tG1(t —0.5) + (t+ 1)G1(t — 1.5) + (=3t + 9)G1(t — 2.5)

A T1 (t) [§]
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b) za(t) = G1(t—0.5)— G (t—1.5) = (u(t) —u(t—1)) — (u(t—1)—u(t—2)) = u(t) —2u(t—1)+u(t—2)

Portanto, como x1(t) * u(t) = Z,, (t), a convolugao x1(t) * x2(t) produz como resultado
2, (t—=1)+Z,, (t — 2)

x1(t) *x xo(t) = Ly, (t)

= 2tG1(t — 0.5) + (t + 1)G1(t — 1.5) + (=3t + 9)G1(t — 2.5)
—2(2(t = 1)G4(t — 1.5) + tG1(t — 2.5) + (= 3(t — 1) + 9) G (t — 3.5)
+2(t —2)G1(t —2.5) + (t — 1)G1(t — 3.5) + (— 3(t — 2) + 9)G1 (¢t — 4.5)

A figura mostra as trés parcelas e o resultado da soma (tracejado vermelho), que pode ser obtido a
partir da identificacdo dos intervalos nos quais as parcelas correspondem a um trecho de reta. Os

intervalos sao (0,1), (1,2), (2,3), (3,4) e (4,5)
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16) a) Determine a integral
+oo .
/ f(&)o(t)dt

sendo f(t) uma funcdo continua com derivada continua para todo t.

. d . .
Dica: % (x(t) » y(1)) = #(1) » (1) = (1) » 51
b) Determine o valor da integral para f(t) = 3t — 5.
¢) Usando o resultado do item a), mostre que #4(t) pode ser substituido por —&(t)

Usando a dica, tem-se que

d .
5 (F(8) % 0()) = £(2) %800

Como o impulso é o elemento neutro da convolugao, tem-se f(t) = f(t) * () e, portanto,

. +oo
GO =5 (10 +80) = 10 <50) = [ 1515t - 5)as

Em ¢ = 0, tem-se no integrando ) (—pB), que é uma fungao impar, ou seja,
—+00

S(—p)=—4(3) = F(0)3(t)dt = —f(0)

—00
O resultado pode também ser obtido por integracao por partes, que resulta em

+00 . +o00o +00 . .
| swiwa =i [~ [ e fwu - -fo)

oo N N—— —~—~ | —00 o
u dv v du

pois o impulso no termo f(¢)d(t) vale zero quando t — +o00.

b) —f(0) ==3 <) f(t)=t, —f(0)=-1

+oo | +o0 X
/ t5(t)dt = —1 = / —S(t)dt = to(t) = —4(t)

—00 —00



