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Cap. 9 — Série de Fourier de Sinais Continuos
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Série de Fourier de Sinais Continuos

Definicao 1 (Produto escalar)

O produto escalar dos sinais x(t) e y(t) € dado por
* e *
(<@ () =[xy (0

O intervalo de integracdo pode ser distinto, definido no contexto da operacdo, estando
associado ao dominio das fungdes.

v

Definicao 2 (Norma)
Xl =[O @) = I = [ xR
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Exemplo I
Exemplo 1.1

Considere os sinais

x(t)=t(u(t)—u(t—1)) =tGi(t—0.5) , g(t)=u(t)—u(t—1)= G (t—0.5)

O valor de o para que ag(t) melhor aproxime x(t) pode ser obtido como solugdo de
um problema de otimizagao.

Usando-se a medida de distancia entre dois sinais, dada pela integral do quadrado da
diferenga, tem-se

moin<£2(t)>
sendo o erro
g(t) = x(t) — ag(t)
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Exemplo I

Portanto, a expressao do erro quadratico é

(e2(t)) = (g%(t))a® —2{x(t)g(t) )+ (x*(t))
que é um polindmio de segundo grau em «, convexo, com minimo global satisfazendo
x(t)g(t 1
<£2(t)>:0 — a:< (z)g( )>:7
(g2(t)) 2
Observe que (g(t)g(t)) =0 e que esta condig3o, imposta no problema, também
permite a obteng¢do do valor 6timo de o.

da
do
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Definicao 3 (Sinais ortogonais)

Os sinais x(t) e y(t) ndo nulos sdo ortogonais se o produto escalar é nulo, isto é

(x(t)y*(t)) =0

Propriedade 1 (Teorema de Pitdgoras)

Se x(t) e y(t) sdo ortogonais, entdo

Ix() +y (I = Ix(2)I? + |y (£)]1?

pois

Ix(2) +y ()12 = () + (D) (1) +y*(8))) =
()17 + Iy (I + (x(£)y* (£)) + (¥ (£)x"(2))
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Propriedade 2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

(x(t)y™ () +y()x* (1)) < 2x()][ly(t)
pois, para & € R qualquer,

Ix(2) = ey (£)]2 = min [[x(t) — oy (£) > > 0

Portanto,

((x(8) = ay(£))(x"(t) — ay™ (1)) =
Ix(B)1% + a2y ()2 — a{x(2)y* () + y(£)x"(t)) = 0

e o resultado é obtido substituindo-se o valor de @ que minimiza a norma, isto é,

(x(O)y* () +y()x*(1))
2|ly(1)]1?
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Definicao 4 (Sinais linearmente independentes)

Um conjunto de sinais {gx(t),k=1,...,n} € linearmente independente se e somente se

n
Y ce(t)=0,vt = c=0,k=1,...,n
k=1

Definicao 5 (Espago linear)
A combinacio linear de um conjunto de n sinais gx(t), isto é,
n
g(t)=Y crak(t)
k=1
com escalares ¢, € C gera um espaco linear, cuja dimensio € dada pelo ndmero r de

sinais linearmente independentes do conjunto (r < n). Qualquer conjunto de r sinais
que gere o mesmo espaco € uma base para esse espaco.
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Exemplo 1.2

Os sinais sdo linearmente independentes

xa(t)=1, x(t)=t

Exemplo 1.3

Os sinais
x1(t) =exp(Mit) , xo(t) =exp(A2t)

sao linearmente independentes se e somente se

M # A2

Exemplo 1.4

Os sinais
x(t)=1, x(t)=t , x3(t)=3t-5

sdo linearmente dependentes, pois

x3(t) = 3x2(t) — 5x1(t)
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Propriedade 3

Sinais ortogonais sdo linearmente independentes.

Prova:
Supondo que x(t) e y(t) s3o sinais ortogonais, tem-se

(x(t)y*(t)) =0 e (x(t)x"(t)) #0, (y(t)y"(t)) #0

Se c1x(t) + coy(t) =0 para todo t, entdo multiplicando por x*(t) e integrando tem-se

a(x(t)x*(t)) + e(y(t)x*(t)) = a{x(t)x*(t)) =0 = =0

Similarmente, multiplicando-se por y*(t) mostra-se que c; = 0.
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Definicao 6 (Projegdo ortogonal)

Denomina-se projecdo ortogonal a representacdo do sinal x(t) no espaco gerado pela
combinagdo linear de uma base do espaco tal que o erro seja nulo ou ortogonal ao
espaco, isto é,

x(t)= Y cegn(t) +(t)
k=1
<s(t)g,’§(t)> =0, Vk

sendo {gk(t),k =1,...,n} um conjunto de sinais linearmente independentes (base de
dimens3o n).
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Propriedade 4
O erro da projecdo ortogonal tem norma minima.

Prova:
Seja €(t) o erro da projecdo ortogonal e v(t) o erro de uma projecdo qualquer. Ent3o,

x(t) =Y crar(t)+e(t) =Y degr(t) +v(t) = v(t) =e(t)+) (ck —di)e(t)
* x x

r(t)

O sinal r(t) pertence ao espaco gerado pelas fun¢ées gi(t), e portanto é ortogonal a
g(t). Assim,

Iv(E)IIZ = lle()II? +[Ir(2)I? > [le(e)II?
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Projegao de sinais I

Suponha que se deseja aproximar o sinal x(t) por uma combinacio linear de sinais
ortogonais gi(t)

x(t) =Y cigr(t)
P

Definindo-se o erro &(t)

e(t) = x(t) —Zk:Ckgk(t)

uma forma apropriada de obtencdo dos coeficientes c,'s é dada pela minimizagdo do
erro quadratico

min{e(t)e*(t
nine(t)e (6))
Impondo a condi¢cdo de ortogonalidade do erro em relagdo ao espacgo linear tem-se
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Projecao de sinais II

(e(t)gr(t)) =0, Vk

(e(t)gk(t)) = (x(t)gi (1)) — Ze‘, co(g(t)gi(t)) = (x()g (1)) — cr(gr(t)gi(t)) =0

o = X))

(lgw(t)[2)
Note que os coeficientes ¢, podem ser calculados de maneira desacoplada pelo fato de
os sinais gi(t) serem ortogonais.

== , Vk
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Projecao de sinais I11

Teorema 1 (Teorema de Parseval)

Considere uma base ortogonal {gi(t)} e x(t), um sinal pertencente ao espaco,
descrito por x(t) =Y, ckgk(t), entdo

(x(0)x* (1)) = (Ix(1)*) = ¥ lewl*(le (1))

k

Se as fungbes gy (t) tém norma unitaria, ou seja, se (|gk(t)[*) =1, tem-se

(Ix(0)) = L lexl.

k

Prova: Como x*(t) = Yk c;gj(t), tem-se

(x(0)x* (1)) = (Ix(1)]?) ZICkI lgk(t)I?)

pois os gi(t)'s sdo ortogonais.
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Definicao 7 (Sinal periédico)

Um sinal x(t) € periddico se existe um T >0 tal que x(t) = x(t+ T) para Vt € R.
Nesse caso, T é um periodo e, se for o menor real que satisfaz a relagcdo, é chamado
de periodo fundamental.

Exemplo 1.5
O periodo T de
x(t) =sen(8t)+cos(12t) = T1=%,T2:%
é dado por
TZPT]:"B:P%”:‘!% = p=29=3 e T:%

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 15/60



Cap. 9 — Série de Fourier de Sinais Continuos

0000000000080000000000000000000000000
Exemplo 1.6
O periodo T de

1 1
x(t) =sen(67t) +cos(8nt) = T1=§7 TZZZ
é dado por
2 27
T=pTi=qTa=p— =g =3,q=4 =4
pli=qTla=pe_ q8n$p3,q e

Propriedade 5

A soma de sinais periédicos é periédica se e somente se a relacdo entre os periodos for
racional, isto €,

x(t) =x(t+T1) , y(t) =y(t+T2)

x(t)+y(t)=x(t+T)+y(t+T) & T=pTi=qT2 , pq€Zy
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Exemplo 1.7

O sinal

x(t) = sen(2xt) + cos(3t)
ndo é periddico, pois ndo existem p,q inteiros que satisfazem

21
T: 1: —_—
pl=gq—
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Propriedade 6
Os sinais periddicos de periodo T =21/ wy
gk(t) =exp(jkant) , gi(t)=exp(jlant)  k #{ inteiros

sdo ortogonais.
Além disso

(e(Dgi(0) = [ envgi(e)de=T

Prova: T é o periodo fundamental de gi(t), Vk#0 e

(ex(t)g/ (1)) = /TeXp (j(k—0)apt)dt =0, k#¢

pois a parte real e a parte imagindria sdo sendides que oscilam um nidmero inteiro de
vezes dentro do periodo T.

Para k =1/,

(e(Dgi(v) = [ de=T
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Série exponencial de Fourier I

Definicao 8 (Série exponencial de Fourier)
E a série periddica de periodo fundamental T =2n/wy dada por

Jio ckexp(jkapt) < 7< (t)gi (t)

e k= PAGrAG) T/ x(t)exp(—jkapt)dt

Note que os coeficientes ¢, foram obtidos por projecdo ortogonal e, portanto,
minimizam o erro quadratico.

Observacdo: Para sinais continuos, a minimizac3o do erro quadratico ndo implica que
o erro é nulo, ou seja, a série ndo converge ponto a ponto para o sinal.

Mesmo para erro quadrético nulo (eventualmente com um nimero infinito de

coeficientes), nas descontinuidades do sinal ocorre uma distor¢do (denominada
fendmeno de Gibbs)
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Série exponencial de Fourier II

Se o sinal x(t) for periédico de periodo fundamental T, a série representa o sinal para
todo t.

Se o sinal x(t) n3o for periddico, a série representa o sinal no intervalo T considerado,
como ilustrado na Figura 1.
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Série exponencial de Fourier II1

x(t) §
3 \_ t
2
Série | :
NN N S NS N
\ \ \ Ve
‘ T T T N T ‘

Figura: Série de Fourier do sinal x(t) representado no intervalo (—T/2,T/2).
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Condicoes suficientes para convergéncia da série de Fourier I

Propriedade 7 (Condigdes suficientes para convergéncia da série
de Fourier)

Considere o erro

+N
en(t) =x(t) —xn(t) =x(t) = ) ckexp(jkapt)
k=—N

Quando N — oo, a série converge quadraticamente se (|en(t)[?) — 0, e converge
pontualmente se gy (t) — 0 para todo t.

e Sinais quadraticamente integrdveis (energia finita) no intervalo T, ou seja,

2
t)|“dt < 4oo

possuem série de Fourier que converge quadraticamente, isto é, a energia do erro
tende a zero.
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Condicgoes suficientes para convergéncia da série de Fourier 11

A convergéncia n3o é necessariamente pontual, como por exemplo em sinais com
descontinuidades. Nesse caso,

x(to4) —x(to-)
2

e Uma condi¢do alternativa a de energia finita é dada pelas condi¢des de Dirichlet,
que devem ser simultaneamente satisfeitas:

xn(to) —

Condicdo 1: x(t) é absolutamente integravel, ou seja

/T|X(t)|dt< +oo

Por exemplo, o sinal periédico

x(t) = Eo p(t—kT) , p(t)=1/t, te(0,T]

k=—o0

n3o é absolutamente integravel e portanto n3o possui série de Fourier.
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Condigoes suficientes para convergencia da série de Fourier 111

Condigdo 2: x(t) possui um ndmero finito de maximos e minimos no intervalo T.
Os sinais periédicos x1(t) e xa(t), de periodo T =1, definidos a partir dos pulsos

pi(t) =sen(2m/t) , t € (0,1]

_ | 1 para t irracional
p2(t) = { —1 para t racional ’ t(0.1]

sdo absolutamente integraveis, mas possuem um nimero infinito de maximos e
minimos no intervalo (0,1] e portanto ndo tém série de Fourier.

Condigdo 3: x(t) possui um ndmero finito de descontinuidades finitas no intervalo.

Por exemplo, o sinal x2(t) tem um nimero infinito de descontinuidades finitas no
intervalo.
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Notagao I

Notacao:

(b1 = ey = x(O)= Y. ceeplikant) .

k=—o0

o = %/Tx(t)exp(—jkcogt)dt CT= %

A notag&o pressupde que o sinal original x(t) foi descrito em um intervalo T, no qual
sdo computados os coeficientes c.

Por constru¢do, a série de Fourier de x(t) é periddica, de periodo T.
A partir deste ponto, considera-se que a convergéncia da série é pontual.

Escolhendo um intervalo T centrado em t =0 e definindo p(t) = x(t) G (t) tem-se

oo
x(t)= Y, p(t—kT)

k=—oco
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Propriedade 8 (Linearidade)

A série de Fourier € linear, isto é€,

Fs{onxi(t)+axo(t)} T = Fs{xi(t)} 1+ Fs{x(t)} T

Exemplo 1.8

2cos(t) + 2cos(2t) = exp(jt) + exp(—jt) + exp(j2t) + exp(—j2t)

Portanto, a série de Fourier é dada por

Fs{2cos(t) +2cos(2t)} 72z = Fs{2c0s(t)} T=2r + Fs{2c0s(2t)} 721

C1:C,1=C2=C,2:1 ) W()Zl
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Exemplo 1.9

A soma dos sinais periédicos

x(t) = 2cos(t) +2cos(2nt) = exp(jt) + exp(—,jt) + exp(j27wt) + exp(—j2mt)

ndo é periddica, e portanto ndo existe uma série de Fourier para o sinal x(t).

Note entretanto que a série de Fourier do sinal

y(t) = x(t)Gr(t)
pode ser obtida, com T > 0 qualquer, para descrever o sinal periddico

o0
Y y(t—«kT)

k=—oo

que é igual a y(t) entre —T/2 e T/2.
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Exemplo 1.10

Os coeficientes da série de Fourier do sinal periédico impulsivo

oo
x(t)= Y. plt—KT)
[
p(t)=6(t+T/4)—6(t—T/4)
sdo dados por

k=7 [ p(t)exp(—jkant)dt = T expUken T/4)—exp(—jken T/4)

o = %(exp(jkﬂ/2) —exp(—jkﬂ:/2)) = %2jsen(k7r/2)

Note que p(t) é uma funcio impar e que os coeficientes sdo imagindrios.
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Exemplo 1.11

Os coeficientes da série de Fourier do sinal periédico impulsivo

oo
x(t)= Y p(t—KT)
k——oco

p(t)=0(t+T/4)+6(t—T/4)
sdo dados por

k=7 [ p(t)exp(—jkant)dt = T expliken T/4)+exp(—jkao T/4))

ck = %(exp(jkﬂ:/2)+exp(—jk7r/2)) = %2cos(k7r/2)

Note que p(t) é uma fung3o par e que os coeficientes s3o reais.
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Propriedade 9 (Trem de impulsos)

oo

foo -
Fs {k:z.imé(t—kT)}T={%}w0 = k:zij(t_”):% 5 expkant)

—=—o0

pois

1 g . 1 1
o= ?/TkEwS(t— KT) exp(—jkaot)dt = ?/T 5(t)dt = =

para k # 0 os impulsos estdo fora do intervalo de integracio.
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Propriedade 10 (Valor médio)

Fs{x(®)}r = e} — L [ «(0)dt (valor médio) . x(0)= ¥
S1X T =1kjmy = Co—?/TX valor medio) , X _kEka

Propriedade 11 (Complexo conjugado)

Fs{x()} 1t ={ck}tw = Fs{x"(t)}1={c}}m

pois, denominando dj os coeficientes da série associada a x*(t), tem-se

dk = %/Tx*(t)exp(—jkwgt)dt = (%/Tx(t)exp(jkwgt)dt>* =c’y
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Propriedade 12

Fs{x(t)} T ={ck}tw, e x(t) éreal = c=c"

pois, pela Propriedade 11,

() =x(t) = a=cy

Teorema 2 (Teorema de Parseval para Série Exponencial de
Fourier)

oo

Fs{x()}7 = {ck}ay = %/T|x(t)|2dt:kz P (otne mat)

—=—o00

pelo Teorema 1 e pela Propriedade 6.
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Exemplo 1.12

Determine a série exponencial de Fourier e a poténcia média para

a) sen(10t) b) cos(5t) c) sen?(10t) d) cos?(5t)

Propriedade 13 (Deslocamento no tempo)

Fs{x(t)}t ={ck}taw, , areal = Fs{x(t—a)}T ={ckexp(—jkwoa)}tw,

pois

oo
x(t—a)= Y cxexp(—jkwoa)exp(jkwot)
k=
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Exemplo 1.13

Considere o sinal x(t) dado por
oo 4
t) = kaot) ; =— km/2
x(t) kglakcos( wpt) ak kﬂsen( /2)

Determine os coeficientes ¢, da série exponencial de Fourier para
a) x(t)  b) y(t) =x(t—7/(2a0))

Propriedade 14 (Deslocamento na frequéncia)

Fs{x(t)tr={cktew ,» meZ = Fs{x(t)exp(jmwot)} 7 ={ck—m}ta
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Propriedade 15 (Inversdo no tempo)

Fsix(t)t={ck}wy, = Fsix(-t)}7={ck}m

Propriedade 16 (Escalonamento no tempo)

FIs{ix(t)r ={a}le , a>0,0€R =  Fs{x(at)}r/q = {ck}law
pois, como x(t) tem periodo T =21/wy, x(at) tem periodo T /o =21 /(ouep) e

a . 1 .
di == /T/ax(at)exp(—Jkaa)ot)dt == /Tx(t)exp(—chogt)dt — ¢,

Note que os coeficientes sdo os mesmos, porém as séries sio diferentes (periodos
distintos).
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Propriedade 17 (Multiplicagdo no tempo)

Fs{x(t)y(t)} T = Fs{x(t)} 7+ Fs{y(t)} 7 = {ck * dk oo

pois, denominando ey os coeficientes da série associada ao produto, tem-se

e ; /Tx(t)y(t)exp(—jka)gt)dt: ; /T e (e S e e

m=—oco

+oo 1 Foo
= Z cm?/_’_y(t)exp(—j(k—m)wgt)dt: Z Cmdi—m = i xdg

m=—oco m=—oo

dk—m
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Definicao 9 (Convolugdo periédica)

A convolug3o periddica de x(t) e y(t), sinais periddicos de periodo T, € definida por

x(©)©y(6) = [ x(B)y(t—~B)dp

Note que a convolugdo periddica produz um sinal periddico.
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.
Propriedade 18

Fs{x(t)@y(t)t = {Tckdi}ay
sendo

Fs{x(t)r ={cktay » Fsly(t)} T ={dk}an
pois

7 [ y(e) ep(—kant)de = [ x(B) [ y(tB)exe(~jkant)dr dp =

= [ x(B)exp(—jkanp) 3 [ y(@)exp(~jkana)dadp =
di

= Tdk%/_rx(ﬁ)exp(—jkwgﬁ) = Tcydy
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Propriedade 19 (Série trigonométrica de Fourier)

Considere o sinal x(t) real e periddico, de periodo T. Entdo

+oo
x(t)=co+ Y. (ckexp(jkmot)+ c_xexp(—jkapt))
k=1

que pode ser escrito como

x(t) = ap+ —ff (ak cos(kawpt) + bksen(ka)ot))
k=1

com

1
P=0=— /Tx(t)dt (valor médio)

ak=(cx+cx)= %/Tx(t)cos(kwgt)dt by =j(ck —c_k) = %/Tx(t)sen(kwgt)dt

Os coeficientes aj. e by sdo reais.
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Exemplo I

Exemplo 1.14

A série trigonométrica de Fourier para a fungcdo quadrada periddica da Figura 2 é

1 3 5 7

x(t) = % (cos(wot) _ cos(3axt) n cos(5ampt)  cos(7mpt) ) . wp=21/T

4
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Exemplo I

Figura: Onda quadrada de periodo T.
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Exemplo III

Para o calculo dos coeficientes da série, ag, ax e by, define-se a fungdo no intervalo
(=T/2,+T/2):

-1 te(—=T/2,—-T/4)
x(t) = +1 te(—T/4,+T/4)
-1 te(+T/4, +T/2)

ap=0  (valor médio nulo) ; T/ x(t)cos kwpt)dt

~T/4 1T/4 +T/2
ak:; (/_T/Z (—l)cos(ka)ot)dt+/_T/4 (1) cos(kapt)dt+ /+T/4 (—1)cos(kcogt)dt)

~-T/4

1 +T/4

+

2
&= (( 1)—sen(ka)ot) e

(—1)%sen(kwot)

+T/2
+T/4>

42/60
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Exemplo IV
Como g =2m/ T, portanto kwy T /2 = kx

ak

k17r ((—1)(sen(—kg)—sen(—kn))+(1)(sen(k§)_sen(_kg)) n
T
(—1)(sen(k7r)—sen(k§)))
4 km
ax = Esen(—z

sen(km) =sen(—kxm) = 0 e sen(—kg):—sen(kg) , k=12,...

i -1 L k=3,7,11,...
sen(ka): 0 , k=246,8,...
+1 , k=1,5,9,13,...

b 2 +T/2 p J 0 . -
= = t t t: A
k T/—T/z x(t)sen(kapt) (pois o sinal é par)
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Exemplo V

Comprovando

~T/4 1T/4 +T/2
b, = — -1 k d 1 k d -1 k d
) T(/_m( pen(kontyae + [ senkantyae + [ (-Dsen(eant t)

—T/4

1 +T/a
+ (—1)—— cos(kapt)
T/2 kax

+
—T/4

by = ; (( 1)%cos(kwot)

+T)2
)
by = kin((—i—l)(cos(—kg)—cos(—kﬂ)) + (—1)(cos(kg)—cos(—kg)) +

T
(1)(cos(km) —cos(kE)))

(1)% cos(kapt)
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Exemplo VI

+1 k par

cos(—km) =cos(km) = { 1 k impar

1
= by = sz:(—cos(kit)—i-cos(kit)) =0

A contribuicdo das harmdnicas da série de Fourier é ilustrada na Figura 3. Observe
que a série passa pelos pontos intermediarios nas descontinuidades e tem picos
préximos as transi¢cdes (fendmeno de Gibbs).

A convergéncia pontual, fora das descontinuidades, é relativamente lenta. No entanto,
sistemas lineares sao em geral “passa-baixas”, isto é, a atenuacdo cresce com a
frequéncia, de modo que a saida pode ser bem aproximada por uma série com um
nimero menor de componentes que 0s necessarios para representar a entrada.
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Exemplo VII

Harmonica 1

4o 5 0 5 0
Harmoénicas 1 e 3
2 T T T

[
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Exemplo VIII

Harmodnicas 1, 3 e 5
2 T T T

R 5 0 5 10
Harménicas 1, 3,5e 7
2 T T T

Figura: Série de Fourier para a onda quadrada.
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Exemplo I

Exemplo 1.15

Considere o circuito RC com RC =1 e x(t) igual a onda quadrada com T =27,
mostrados na Figura 4.
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Exemplo I

R
x(t) C =— ’ y(t)
x(t)
1 )
:

Figura: Circuito RC e onda quadrada.
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Exemplo III

O sinal x(t) é periddico (existe para todo t), e portanto a solugdo y(t) converge para
a solu¢do forcada.

Duas situagdes ocorrem, como ilustrado na Figura 5.

© O Sk41

Figura: Carga e descarga do capacitor do circuito RC.
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Exemplo IV

Para x(t) =1, tem-se

y(8) = (1—exp(~t/2)) +y(0)exp(~t/7)

e portanto

x(t)=1 = rn1=(1—exp(—7)) + scexp(—7)
x(t)==1 = sp1=rexp(—7)— (1—exp(—7))

Os valores de s, e ry sdo as condicdes iniciais para cada caso, e os pontos limites da
recorréncia sdo +0.9171 e —0.9171

O sinal y(t) também pode ser calculado aproximando-se x(t) pela série de Fourier

4 cos(3t) cos(5t) cos(7t) T4 . .
x(t) p (cos(t) 3 T s 7t )— Lokn (exp(Jkt)—i-exp( jkt))
impar
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Exemplo V

A equagcio diferencial do circuito é dada por

. 1

e as componentes yj(t) sdo dadas por
(0= (5 ) 2= (HUK) expliict) + H(—jk) exp(—jit)
Yir\t) = 2 kn exp JK)EXp{—J

As figuras 6 e 7 mostram a resposta do circuito obtida pela integra¢do da equagio
diferencial e as aproximag¢Ges pela série de Fourier. Note que, para um mesmo nimero
de termos, a série de Fourier aproxima melhor y(t) que x(t). Isto se deve ao fato que

2 ou

o circuito é “passa-baixas” e portanto atenua as altas frequéncias.
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Exemplo VI
Onda Quadrada e Resposta do RC

- I I .
-%.0 -5 0 5 10

Resposta do RC e Harménica 1

Figura: Resposta do circuito RC.
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Exemplo VII

Resposta do RC e Harmdnicas 1 e 3

- I I .
-%.0 -5 0 5 10

Resposta do RC e Harménicas 1, 3 e 5

Figura: Resposta do circuito RC e série de Fourier.
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Exemplo VIII

A Tabela 1 apresenta as contribuicdes de cada elemento da série de Fourier. Observe
que a contribuicdo da sétima harmdnica na entrada é 14% da fundamental, enquanto

que na saida é 3%.

Entrada Saida
K | TAGRT | 4/(kn) | THGK) [ 4/(ka)
1 0.707 1.273 0.900
3 0.316 0.424 0.134
5 0.196 0.255 0.047
7 0.141 0.182 0.026

Tabela: Médulo da fungdo de transferéncia e contribui¢Ges dos elementos das
série de Fourier da entrada e da saida do circuito RC.
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Propriedade 20 (Derivada)

FsixO)r={ada, = Fs{Ix(0)}. = lkovar}a

Prova: usando a propriedade (integracdo por partes)

/udvzuv—/vdu

tem-se que os coeficientes da série de Fourier da derivada sdo dados por

%/T (%X(t)) exp(—jkawpt)dt = %/T exp(—jkwot)dx(t) =

1 i T 1 . . .
= ?x(t)exp(—Jka)ot)lo —T Tx(t)(—Jka)o)exp(—Jkath)dt:kagck

4
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Propriedade 21 (Integral)

Fsletibr={adm ew=0 = Zs{ [ x®ap} ~{ . o},

pois
Zs{x(0)= 2y(®)} = {a)m = lkadi}a

= ﬁs{y(t)Z/_ X(ﬁ)dﬁ} =1 k}wo {Jk(x)g}

Observe que, se o valor médio de x(t) for diferente de zero, y(t) diverge e ndo é um
sinal peridédico.
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Exemplo I

Os coeficientes da série de Fourier da onda quadrada mostrada na Figura 2 foram
calculados pela defini¢do.

Alternativamente, a propriedade da integral pode ser utilizada para o calculo. Note
que a onda por ser descrita como

oo
x(t)= Y p(t—KT)

k=—o0
p(t) = —u(t+ T/2)+2u(t+ T/4) —2u(t — T/4)+ u(t— T/2)

Derivando x(t), obtém-se um sinal periddico impulsivo, dado por

o= Y ale—kT)
k=—o

q(t) = —8(t+T/2)+28(t + T/4)~25(t — T/4) +8(t ~ T/2)
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Exemplo I

Os coeficentes da série de Fourier de y(t) sdo dados por
d—l/ (t)exp(—jkant)dt = = (—exp(jkanT/2)
k=7 TCI expl—JKk o =7 eXpUk o

F2exp(jkao T /4) — 2exp(—jkap T/4) + exp(—jkap T/2))

dy = % (— exp(jk) + 2exp(jkm/2) — 2exp(—jkn/2) —l—exp(—jkn:)) = %4jsen(kn’/2)

Portanto,

dy 2
=——=— km/2
ck ke knsen( 7/2)
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Exemplo 1.16

Considere os sinais

oo
x(t)= Y p(t—kT)

k=—o

p(t)=—u(t+ T/2)+2u(t+ T/4)—2u(t—T/4)+u(t—T/2)

+oo t
()= Y at=kT) . a(©)=sp(0)= [ _p(B)dp

k——oco

a) Esboce os sinais p(t), x(t), q(t) e y(t);

b) Determine os coeficientes da série exponencial de Fourier de y(t)
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