Livro (e-book): Linearidade em Sinais e Sistemas,
Ivanil S. Bonatti, Amauri Lopes, Pedro L. D. Peres,
Cristiano M. Agulhari,

Ed. Blucher, SP, 2015, led., ISBN: 9788521208921.

Prof. Pedro L. D. Peres

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagdo
Universidade Estadual de Campinas

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 1/47



©00000000000000000
Aproximacao por combinacao linear de funcoes I

Suponha que se quer aproximar o sinal y(t) por uma combinacio linear de fungdes
fi(t)

n
y(t)= Y oufi(t)
k=1
A dimens3o do espaco . gerado pela combina¢&o linear das funcdes fi(t) € n se as
fungdes fi(t) forem linearmente independentes entre si, isto é, as n fungdes fi(t)

formam uma base de representagdo do espaco ..

Assim, trata-se de encontrar os valores dos coeficientes o que minimizem o erro

e(6) = y(6)— ¥, i) = y(6) — ' F(1)
k=1

sendo f(t) o vetor coluna das fun¢des do tempo f,(t) e o € R" o vetor coluna de
coeficientes. O valor quadratico do erro pode ser calculado por

(1) = (v(8) — o' F(1)) (v(t) — &' F(1)) = y2(£) + &' F(£)F(£) ot — 20/ (F(2)y(2))
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Aproximacao por combinacao linear de fungoes 11

sendo f(t)f(t) uma matriz no R™" na qual cada componente é uma funcdo do
tempo resultante do produto dois a dois das fun¢des fi(t) e f(t)y(t) um vetor coluna
no R"” com elementos dados pelos produtos fi(t)y(t).

Calculando-se a média temporal no intervalo no qual deseja-se a aproximagdo de y(t),
tem-se

(e2(t)) = (y2(t)) + o/ {F(t)f(t) Yo — 20/ {f(£)y(t))
A matriz R = (f(t)f(t)") € R™" de correlacdo temporal das funcdes f;(t) é
computada como R = [ry] sendo r; o produto escalar das funcdes fi(t) e f(t), isto
é,

+oo
rkg=<fk(t)&(t)>=1m f(Of(Ddt , kt=12,....n

Observe que R~ fAfp A, sendo fo a matriz de discretizagdo das funcdes f(t) em um
dado intervalo (a, b) com incremento temporal A.
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Critério de Gram

Propriedade 1 (Critério de Gram)

Se as fungées fi(t) forem linearmente independentes entre si, a matriz R serd, por
construcdo, uma matriz definida positiva. R € portanto ndo-singular, isto €, pode ser
invertida, pois

VI{F(E)F(t) v = (VE)F(E) V) = ((F(t) v) (F(t)v)) = (B3(t))
com B(t) =f(t)'v.

Como as fungbes fi(t) sdo linearmente independentes, B(t) =0 se e somente se
v =0. Portanto,

VI(F()F(t))v>0 , Yv#0
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Erro médio quadratico

Propriedade 2 (Erro médio quadratico)

O erro médio quadratico pode ser escrito como
(€2(t)) = (y2(t)) + &/ Ro.—2a/ {f(t)y(t))
cujo valor minimo € obtido para ¢ solugdo de

d

w<82(t)>20 = 2Ra—2(f(t)y(t)) =0 = a=R Y {f(t)y(t)) (1)
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Exemplo I

Exemplo 1.1

Considere os sinais linearmente independentes f1(t) e f2(t) (mostrados na Figura 1)
dados por

fi(t)=2G1(t—05) , h(t)=(3t+1)Gi(t—0.5)
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Exemplo I

0 L L L
-1 -05 0 05 1 15 2

Figura: Fungdes f1(t) = 2Gi(t —0.5) (acima) e f(t) = (3t+1)G1(t —0.5)
(abaixo).
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Exemplo III

A matriz de correlagdo R é dada por

W=

R:<f(t)f(t)'>:[g ﬂ = R1l=

7 -5

5 4
Os sinais f1(t) e f2(t) podem ser usados para aproximar fun¢des no intervalo [0,1].
Por exemplo, as fun¢des x1(t), x2(t) e x3(t) e suas aproximagdes sdo dadas por

xi(t)=2—t~[ 11667 —0.3333 ]f(t)
x2(t) =sinh(t)~ [ —0.2102 0.3854 ] f(t)

x3(t) =cosh(t)~ [ 0.3651 0.1781 | f(t)

A Figura 2 mostra os sinais originais (pontilhados) e as aproxima¢des. Observe que
x1(t) é linearmente dependente de fi(t) e f2(t) e portanto o erro na aproximagio é
nulo. Os sinais sinh(t) e cosh(t) n3o s3o linearmente dependentes das fun¢des fi(t) e
f2(t), mas puderam ser aproximados com erro pequeno no intervalo considerado.
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Exemplo IV
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Exemplo V

Os coeficientes a, obtidos pela expressio (1), determinam a aproximagdo com erro
quadratico minimo do sinal y(t) por uma combinac3o linear das funcdes linearmente
independentes fi(t).

Se as fungdes f,(t) forem ortogonais entre si, R serd uma matriz diagonal, resultando
no calculo desacoplado dos coeficientes o.

Analisa-se a seguir a projecdo de sinais em uma base ortogonal com dois propdsitos:

explicitar o desacoplamento no calculo dos coeficientes de proje¢do e apresentar o
algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
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Projecao ortogonal 1

Suponha que se quer aproximar o sinal y(t) por uma combinac3o linear de fungdes
ortogonais gi(t).

YD)~ Y canlt)
k=1

O sinal erro é dado por

() =y(1) Y ca(®)
k=1

resultando em

(e2(1)) = (Y (1)) + Z (gk(£)) -2 Z ck(y(t)gr(t)) + Z Z cker (gk(t)gi(t))
k=1 N—
7;7 = 0, ortogonais

Note que <82(t)> é uma fun¢do quadratica estritamente convexa nos coeficientes ¢y e,
portanto, possui um minimo global.
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Projecao ortogonal 11

d
a—Ck<£2(t)>:0 o ck:% ; k=1,2,....n

Observe que o célculo de cada coeficiente ¢, é desacoplado do cdlculo dos demais
coeficientes, propriedade que deriva diretamente da hipdtese de ortogonalidade das
fungdes g (t) da base.

Um subproduto importante é que o erro g(t) é ortogonal a todos os elementos da
base.

(e(D)(1)) = (y(D)au(1)) —;1 e (&(D)(t)) = (y(D)g(D)) — (g2 (1)) =0

Note que, impondo (&(t)gk(t)) =0 a priori, obtém-se diretamente os coeficientes c.
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Exemplo I

Exemplo 1.2

Considere os sinais ortogonais

xi(t)=G(t) , xo(t)=1tGy(t)

O sinal x(t) dado por

x(t) = t?Go(t)

pode ser aproximado por

x(t)%alxl(t)—l—az)q(t) = S(t) :x(t)—alxl(t)—ag)q(t)

Portanto,

(2(8)) = (P(1) + ai (X (1)) + a3 (33 (1)) — 2a1 (xa (£)x(2))
—2ap <X2(t)x(t)> + 23132<X1(t)X2(t)>
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Exemplo I

As condi¢bes

0, %(82(t)> =0

7 (20)
implicam
(1)) <X1(t)><2(t)>] {al} _ {(Xl(t)X(tD}
(x2(t)xa(t)) (x3(1)) a (x2(t)x(t))
Como x1(t) e x»(t) sdo ortogonais, tem-se

Ga(t)x(t) = (x2(t)x(t)) =0

Wl N

(dm)y=2 . (d(n)=

2
3
by Lax@) 1 Ge(ix(®)
GE(n)) 3 (x3(t))

e(t)= (£~ %)Gg(t)
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Exemplo III

Note que o erro g(t) é ortogonal a x1(t) e x2(t).
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Exemplo I

Exemplo 1.3

Considere os sinais

x1(t) = Gi(t—0.5) , xo(t)=1tGi(t—0.5)

O sinal x(t) dado por

x(t) = t2Gy(t —0.5)

pode ser aproximado por

x(t) = arxi(t)+axo(t) = &(t) =x(t)—arxi(t) —axxo(t)

As condi¢bes de minimo implicam

(x3(1)) <x1(t)X2(t)>] {al} _ { 1 0.5} [31] - [1/3}

(x(t)x(t)) (=3(t)) a2 0.5 1/3||az| ~ |0.25
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Exemplo I

Note que, por x1(t) e x2(t) ndo serem ortogonais, foi necessério resolver
numericamente um sistema linear de equagdes. O erro, ortogonal a x1(t) e xa(t), é
dado por

e(t) = (t2 —t+ %) Gi(t—0.5)

A Figura 3 mostra os sinais x(t), x1(t), x2(t) e o erro (t). Observe que, como x(t)
é constante no intervalo, a média de g(t) é nula.
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Exemplo III

1.2
1 x1(t)
08 : : s
X2(t
0.6 —
x(t)
0.4F
0.2 4
&(t)
0 ,
02 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0.‘5 O‘S 0‘7 0‘8 0‘9 1
t

Figura: Sinais x(t), x1(t), x2(t) e €(t).
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Discutem-se, a seguir, os procedimentos para se conseguir uma base ortogonal a partir
de um conjunto dado de sinais.

Propriedade 3 (Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt)

Uma base ortogonal gi(t) pode ser obtida a partir de um conjunto de funcées fi(t)
pelo procedimento a seguir, explorando o fato de o erro de projecdo ser sempre
ortogonal aos elementos da base.

' (f(t)er(t))
gi(t)=h(t) . s(t)=fh(t)= )} — 5"
&)
Note que go(t) € o erro da projecio de f(t) sobre gi1(t), g3(t) € o erro da projecio de
f3(t) sobre g1(t) e g2(t) e assim por diante.

gi(t) . k

2,...,n

A dimens3o da base serd igual ao nimero de fungdes linearmente independentes do
conjunto fi(t).
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Exemplo I

Exemplo 1.4

Considere as fun¢des fi(t), f(t) e f3(t) mostradas na Figura 4. Observe que as
fungGes sdo linearmente independentes, mas ndo sdo ortogonais, pois

(()H() #0 , (H(t)h(t) #0
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Exemplo I
) i i i f(6)
1 % 3 ‘
fa(t)
| t
(1)
t

Figura: Funcdes fi(t), f2(t) e f3(t).
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Exemplo III

Realizando-se a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, tem-se
g1(t) = (1)

&(t) =1f(t)— %gﬂt) = h(t) - %gl(t)

(B(t)ei(t)) (A(t)ex(t))

1/2
(0= () a0 - S5 w0 =65 (01 &)

As fungdes g1(t), g2(t) e g3(t), ortogonais entre si, sio mostradas na Figura 5.
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Exemplo IV

1 81 (t)
1 2 3 t

: &(t)
t

2

1 &3(t)

t

Figura: Funcdes ortogonais g1(t), g2(t) e g3(t).
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Exemplo I
Exemplo 1.5

Considere o sinal x(t) mostrado na Figura 6, cuja energia (isto é, o valor da integral
do médulo do sinal ao quadrado) é igual a 3. O sinal x(t) pode ser escrito na base
g1(t), g2(t) e g3(t), resultando nos coeficientes de projecdo dados por

(x(Dar(t)) =2, (x()e(t))=0 , (x(t)gs(t))=-1

x(t)

-1

Figura: Sinal x(t) (energia igual a 3).
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Exemplo I

Portanto,

XO=3 80+ B0+ 80 > x0=a0-s
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Exemplo I

Exemplo 1.6

Considere o conjunto de quatro sinais linearmente independentes fi(t), f(t), f3(t) e
fa(t), nulos fora do intervalo [0,1].

A(t)=2 , h(t)=3t+1 , f(t)=sen(2nt) , f2(t)=cos(2nt)

Aplicando-se o algoritmo de Gram-Schmidt obtém-se os sinais gi(t), g2(t), g3(t) e
ga(t), mostrados na Figura 7. Observe que, por construcio, gi(t) = fi(t), enquanto
que go(t) é alterado para ficar ortogonal a g1(t). O sinal f3(t), que d4 origem a g3(t),
é alterado apenas por go(t), pois ja era ortogonal a gi(t). O sinal g4(t) é igual a
fa(t), pois ja era ortogonal aos trés anteriores.
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Exemplo I

i ™~ 1 amlt)

L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura: Sinais g1(t), g2(t), g3(t) e ga(t) resultantes da ortogonalizag3o de
Gram-Schmidt (sinais originais em pontilhado).
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizacao I

O algoritmo de Gram-Schmidt pode ser formulado como o resultado de um problema
de triangularizagdo da matriz R = (f(t)f(t)') de correlagdo temporal das funcdes
fk(t).

Um conjunto de fun¢des f,(t) gera, por combinac3o linear, um espago .. Se as n
fungdes fi(t) forem linearmente independentes, o espago . tem dimens3o n e f(t)

constitui uma base para . (ndo necessariamente ortogonal).

Transformacgdes lineares na forma

g(t) = Qf(t) , Q n3o singular

preservam a representac¢do do espago ., isto &, g(t) constitui uma nova base para ..
Assim, a ortogonalizacdo pode ser definida em termos da escolha da matriz Q tal que

(8(t)g(t)’) = (Qf(1)f(1)' Q") = QRQ" =1 )

Note que <g(t () > = | impde uma ortonormalizagdo, que corresponde a um sistema
quadratico de equacdes com n? varidveis e n(n+1)/2 restri¢des, indicando que ha
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizacao II

inimeras maneiras de ortonormalizar um conjunto de fun¢des linearmente
independentes.

A ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt equivale a uma escolha apropriada de Q
triangular inferior, pois g1(t) = fi(t), g2(t) = afi(t) + bha(t),
g3(t) = afi(t) + bf2(t) + cfz3(t) e assim por diante.

A transformacdo de Cholesky aplicada a matriz R, simétrica e definida positiva,
produz L triangular inferior que satisfaz R = LL’. Assim,

QRQ = (QL)(QL) =1
Uma solug3o trivial, induzida pela decomposicdo de Cholesky, é dada por
Q=1L
Observe que a inversa de uma matriz triangular inferior é, por construcdo, uma matriz

triangular inferior. Assim, a transformac¢3o de Cholesky permite obter de forma
matricial a ortonormalizacdo de Gram-Schimdt.
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizacao I11

A fatorizacdo de Schur aplicada a matriz R produz uma matriz unitaria V e uma
matriz diagonal £ composta pelos autovalores de R tais que R = VQV’, sugerindo
como solugao

Q= VQ—O.S VS R—0.5
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Exemplo I

Exemplo 1.7

Considere os sinais gerados pelo deslocamento de um pulso triangular dados por

fk(t) :TrizT(t—kT) i k=1,2,....5

A func¢3o Trio7(t) é mostrada na Figura 8. Os pulsos f,(t) n3o sdo ortogonais, pois

oo
ne= | Tripr(t—kT)Tripr(t—£T)dt ; k,¢=1,2,...,5

4 1 0 0 O

2T/3 k=Y T 1 41 00

ree = T/6 lk=t]=1 = R=4£]0 1 4 1 0
0 fora 0 01 4 1

0 0 0 1 4
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Exemplo I _
Tria7(2)

-T ‘ T

Figura: Funcdo Trip7(t).

Note que se as fungdes fi(t) fossem ortogonais entre si, a matriz R correspondente
seria diagonal.

A aplicacdo da decomposi¢cdo de Cholesky na matriz R para T = 1.5 dada por

1 025 0 0 0
0.25 1 025 0 0
R=| 0 025 1 025 0
0 0 025 1 02
0 0 0 025 1

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 32/47

5



Cap. 8 — Ortogonalizagdo
000000000000e00000

Exemplo III

resulta na matriz Q

+1.000 0 0 0 0
—0.258 +1.033 0 0 0
Q= |+0.069 —-0.276 +1.035 0 0

—-0.019 +0.074 —-0.277 +1.035 0
+0.005 -0.019 +0.074 -0.277 +1.035

A transformacdo g = Qf produz os sinais mostrados na Figura 9. Note que o primeiro
elemento g1 preservou a forma de f1, e os demais elementos foram sendo
progressivamente alterados.
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Exemplo IV

1F ]
05 T : : . B
0

Figura: Sinais ortogonalizados por Gram-Schmidt.
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Exemplo I
Exemplo 1.8

Uma permutagio na ordem das fun¢des fi(t) do exemplo anterior produz resultados
distintos (porém também ortogonais). Considere a seguinte ordem

f(t)=[A() A1) K(t) A(t) fat)]

que resulta em

1 0 0 025 0
0 1 0 025 0.25
R=1]0 0 1 0 025
025 025 O 1 0
0 025 025 O 1
+1.000 0 0 0 0
0 +1.000 0 0 0
Q= 0 0 +1.000 0 0

—0.267 —0.267 0 +1.069 0
—-0.019 -0.287 —0.268 40.077 +1.072
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Exemplo I

A transformacido g = Qf, com Q = L leR=1LL, produz os sinais mostrados na

Figura 10.

0.5 -
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1F T T T T T T T T |
051 1
0 — [N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
— : : ‘ : : ‘ R
0.5 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
— : : : : ‘ ‘,
0.5 1
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.5 -
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 36/47



Cap. 8 — Ortogonalizagdo
0000000000000 e0000

Exemplo III

Figura: Sinais {fi(t), f3(t), f5(t), f2(t), fa(t)} ortogonalizados por
Gram-Schmidt.

Observe que esse ordenamento implicou na alteragdo da forma das fun¢des f(t) e
f2(t) e na preservacio das fun¢des fi(t), f3(t) e f5(t).
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Ortogonalizac¢ao uniforme I

Considere as matrizes formadas a partir das func¢des linearmente independentes f,(t),
k=1,...,n e da solu¢ido do problema de ortonormalizagdo que fornece as fun¢des
gk(t), k=1,...,n, isto &,

fi(t) g1(t)
F£| , G2 , G=QF
fa(t) gn(t)
A matriz F pode ser construida a partir da discretiza¢do das funges em um intervalo

de tempo, tornando-se uma matriz de vetores linha. O objetivo da ortogonalizacdo
uniforme é encontrar G solu¢do do problema

min Tr (F— G)(F - G)
sujeito a GG’ =1

que equivale a minimizar a norma (ao quadrado) de fy —gi, k=1,...,n. Com isso,
busca-se uma transformac3o que tente preservar o maximo possivel os vetores
originais. Re-escrevendo em termos de Q
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Ortogonalizacao uniforme II

min Tr (F — QF)(F — QF)’
sujeito a QFF' Q' =1

e desenvolvendo os termos que compdem a fungdo objetivo, tem-se

min Tr(FF'+ QFF'Q' — QFF' — FF'Q')
sujeito a QFF' Q' =1

Substituindo a restricdo e lembrando que os termos constantes na fun¢do objetivo ndo
influenciam na solucido Q, tem-se

min Tr (—QFF' —FF'Q") = max Tr (2FF'Q’)

sujeito a QFF' Q' =1

Procedimentos cldssicos para resolver problemas de otimizagdo com restricGes podem
ser usados. Escrevendo a fun¢do lagrangeana .Z (Q,A) (A é a varidvel dual simétrica
associada a restri¢cdo original do problema)

Z(Q,N) = Tr (2FF' Q'+ N(QFF' Q" 1))
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Ortogonalizacao uniforme III

As condicbes de estacionariedade s3o dadas por

% =2(FF' +ANQFF') =2(1+AQ)FF' =0
0L SV
37=(QFFQ -1)=0

Resolvendo em termos de Q e de A, tem-se

Q=-A1 = (-AHFF(-AH=1 = FF=A

B +(FF/)O.5 B _(FF/)—O.B
A={ T = e={ JE)es

A fungdo objetivo original é dada por

min Tr (=2FF' Q') = max Tr (2FF'Q’)

e o Gtimo é obtido para @ = (FF')70>. Note que a solugio @ = —(FF’)~9 fornece a
mesma base ortonormalizada G (apenas trocando o sinal dos vetores) e pode ser
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Ortogonalizacao uniforme IV

interpretada como a transformacdo Q que maximiza a diferenca entre as normas (ao
quadrado) dos vetores de cada base. A solu¢do étima deste problema de otimizagdo é
a mesma obtida pela decomposicdo de Schur.
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Exemplo I

Considere novamente o Exemplo 1.7, para T =1.5.

Exemplo 1.9 J

A decomposi¢cdo de Schur aplicada a matriz R fornece

1.0259 —0.1362 0.0272 —0.0060 0.0013
—0.1362  1.0531 —0.1422 0.0286  —0.0060
Bufo =R *°f=]00272 01422 1.0545 —0.1422 0.0272 |f
—0.0060 0.0286 —0.1422 1.0531 —0.1362
0.0013  —0.0060 0.0272 —0.1362 1.0259

Os sinais resultantes s3o mostrados na Figura 11. Note que, a menos do efeito de
borda, todos tém praticamente a mesma aparéncia.
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Exemplo I

iF ]
05 ]
0
; ; ; ! 1 1 ; 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
i . . , . . , . . -
0,57\/\/—7
0
; ; ; ; : 1 ; 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
i : . . . , . . , .
ovsf‘—\A/P\f
0
; ! ; ; 1 : ! f
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T : , . 1 , . , .
05l ]
0
1 1 ! : ; ; ; ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T : , , ) , , . , .
05 1
0
; ; ; 1 1 ; 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura: Sinais {fi(t),3(t), f5(t), f2(t), fa(t)} do Exemplo 1.7 ortogonalizados
uniformemente.
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Exemplo I
Exemplo 1.10

Considere os vetores linearmente independentes {f,f, 3}

!

1 1’ 0]’ fi
fi 1l , A=1|2( , £ 1 . F2|h
1 3 -1 f
Iterativo:
g o " To.57747’
gi=f ; gi=—=-— 1| = 05774
el V3 |4 0.5774
o —0.70717’
g =h—(hg)a ; 8= 1= 0.0000
& 0.7071
. —0.40827"
@ =h—(ha)e—(Ha)ea &= ol 0.8165
& ~0.4082
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Exemplo I

Usando Cholesky na matriz R = FF':

1.7321 0 0
L=chol(R)= |3.4641 1.4142 0 , LI'=R
0 —0.7071 1.2247
81 [Q, L] =qr(F')
G=L"'F= 2| , GG’ =1 (decomposicdo triangular
83 ortonormal)

Usando Schur:  [V,Q] = schur(R) , R-05 — yQ-05y/

0.0908 0.1348  0.0130
Gy=R%%F=|-00890 05758 08127 | , GyG[=I
—0.1021 0.8064 —0.5825

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 45/47



Cap. 8 — Ortogonalizagdo
00000000000000000e

Exemplo I

Exemplo 1.11

Considere os vetores linearmente independentes no plano {fi,f}
AR
F=[3]=12 o5
O resultado das ortonormaliza¢des (mostrado na Figura 12) é

o~ le] _[032 0.95] _ _ |gu| _ |01 1
Schmidt: G_[gJ_{o.gs 032] Schur: GU—{gu2 =11 _o1
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Exemplo I

fa

Figura: Vetores ortonormalizados do Exemplo 1.11.
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