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Introducao a Realimentacao

A realimentagdo pode ser usada para alterar o comportamento dinamico de sistemas.
Como introducdo ao tema, algumas configuracdes de realimentacdo de saida para
sistemas SISO s3o apresentadas a seguir.
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Configuracoes tipicas
A estrutura mostrada na Figura 1 (chamada de realimentacdo unitaria), com um
compensador na malha direta, possui fun¢do de transferéncia em malha fechada e erro

dados por
B Y(S) _ C(s)H(S)
G(s)= X(s) ~ 14+ C(s)H(s)
E(s)=X(s)~ Y(s) = m X
X(s) E(s e
2 (s) ) H(s)

-1

Figura: Realimentagdo unitdria.
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Se o sistema em malha fechada for estdvel, o erro em regime para uma entrada
degrau x(t) = u(t) é dado por

1 1 1 .
I|r%5E(s)— llms(l—i—C(s)H( )>;: Tk kp:sll_rpOC(s)H(s)

Portanto, o erro de regime para entrada degrau é nulo se k, tender a infinito, isto é,
se a malha direta C(s)H(s) possuir pelo menos um polo em s =0. O pardmetro k, é
chamado de constante de posi¢cdo, e uma fungdo de transferéncia com um polo na
origem é chamada de func¢do do tipo 1.
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Similarmente, o erro de regime para entrada rampa x(t) = tu(t) é dado por

1 1 . 1 1
i) = by () & = % et~

ky, = sh—% sC(s)H(s)

sendo k, denominado constante de velocidade. Para que o erro de regime seja nulo, a
funcdo de transferéncia de malha direta deve possuir pelo menos dois polos na origem,
isto é, ser pelo menos do tipo 2.
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Finalmente, o erro de regime para entrada parabola x(t) = 0.5t%u(t) é

1 1 . 1 1
i) = i (e ) o = o e b
k= 5Ii_r)rz)s2 C(s)H(s)

e k, é a constante de aceleragdo. Erros de regime nulos exigem pelo menos trés polos
na origem, isto é, ser pelo menos do tipo 3.
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Exemplo — Erro de regime

Exemplo 1.1 (Erro de regime)

Considere o sistema

(p+p)y=x , p>0 = A=—p sistema estavel

A solug3do persistente para entrada constante x =1 é

()= HO) = 5

e, portanto, a saida ndo acompanha a entrada (erro de regime).
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A estrutura mostrada na Figura 1 (chamada de realimentacdo unitdria), com um
integrador na malha direta, possui a fungdo de transferéncia em malha fechada

1
H(s); 1 1
6le)=——7  He)l=75 = CO)=mia
L+ H(s) P P

cujos polos sido

B

NV
Me=—y

Como p >0, o sistema é estdvel. Além disso, G(0) =1 e portanto o sistema n3o
apresenta erro de regime.
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Exemplo — Estabilizacao

Exemplo 1.2 (Estabilizagdo)

Considere o sistema descrito pela equacio diferencial

1
s—1

(p-ly=x = H(s)=

Trata-se de um sistema instdvel, pois o polo tem parte real positiva. De fato, a
solucdo da equagdo homogénea diverge e é dada por

y(t) = y(0)exp(t)

O sistema pode ser estabilizado por meio da realimentac3o do sinal de saida, como
mostrado na Figura 2.
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X(s) H(s) Y(s)

—k

Figura: Realimentagcdo com ganho proporcional.
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Definindo o sinal do erro (isto é, a diferenca entre a entrada e a saida realimentada),
tem-se

H(s)

E(s)=X(s)=kY(s) . Y(s)=HE)EG) = Y()= 1m0

X(s)

A func3o de transferéncia em malha fechada é

___H(s)
¢(8) = 15 H ()

que, neste caso, é dada por

1
s—1+k
com polo 1— k. Portanto, para k > 1, o sistema em malha fechada é estavel.

G(s)=
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Exemplo — Realimentagao unitaria

Exemplo 1.3 (Realimentagdo unitdria)

Considere novamente a estrutura de realimentagdo unitdria, com um controlador
proporcional de ganho k colocado na malha direta, como ilustrado na Figura 3.

X(s) Y(s)
(1) k H(s)

=il

Figura: Realimentagdo unitdria com controlador proporcional k.
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A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

_ kH(s)
()= T kH(s)

Note que os polos em malha fechada s3o os mesmos do sistema com ganho
proporcional na malha de realimentagdo (mostrado na Figura 2), dados pelas raizes de

1+kH(s)=0

porém o ganho DC deste sistema é k vezes o ganho DC do sistema da Figura 2. Além
disso, o ganho DC deste sistema é unitario se H(s) tiver pelo menos um polo em

s =0. Note ainda que neste sistema a saida é comparada diretamente com a entrada,
enquanto que no anterior a entrada é comparada a k vezes a saida.
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Sensibilidade

Definicao 1 (Sensibilidade)
A sensibilidade de uma fung¢3o f(x,y) em relacdo a uma de suas varidveis (ou
pardmetros) é definida por

of
Ifx _ f
8Xf_al
X

Note que a sensibilidade é uma medida de variagdo relativa.
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Exemplo 1.4 (Sensibilidade)

Considere novamente o sistema do Exemplo 1.1, para o qual as funcdes de
transferéncia de malha aberta e de malha fechada s3o, respectivamente,

1 1

H(S):s+p 9 G(S):752+p5+1

As sensibilidades de H(s) e de G(s) em relagdo ao pardmetro p sdo dadas por

dH(s) p _ —p dG(s) p —ps

dp H(s) s+p ' dp G(s) s2+ps+1

Note que o ganho DC apresenta sensibilidade de 100% em malha aberta e de 0 em
malha fechada, em relagdo ao parametro p.
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Exemplo — Produto ganho-faixa
Exemplo 1.5 (Produto ganho-faixa)

A Figura 4 mostra um modelo de primeira ordem para um amplificador operacional
(seguidor de tens3o de ganho k) realimentado. O ganho DC é dado por A e a
frequéncia de corte é 1/7. O produto ganho-faixa BWG — Bandwidth gain, dado por
BWG=A/7, caracteriza o amplificador operacional. Por exemplo, o OpAmp 741 tem
BWG=1 MHz.

1+ 7s

~1/k

Figura: Produto ganho-faixa.
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A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

_ H(s) A
C() = TFHE) K~ 1Tt A/
e, para A/k> 1, tem-se
G(s) A k

S Ist Ak 1+ (kt/A)s

com ganho DC igual a k e frequéncia de corte A/(kt). Portanto, o produto
ganho-faixa permanece inalterado BWG=A/t. Note que k elevado implica em faixa
pequena.
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Exemplo — Rejeicao de disturbio

Exemplo 1.6 (Rejeigdo de distiirbio)

Considere o sistema realimentado da Figura 5, na qual C(s) é o controlador e W(s) é

uma entrada de disttrbios.

W(s)
X(s) Y(s)
C(s) H(s)
-1
Figura: Rejeicdo de distdrbios.
V.
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A saida Y(s) pode ser modelada como a superposicio dos efeitos das duas entradas

__C(s)H(s) H(s)
YE) = 15 cmnE Ot e V)
Yx(s) Yw(s)

O Exemplo 1.1 considerou uma estrutura semelhante com W(s) =0 (sem distdrbio)
e, para

1
C(S):; ) H(S):m,P>0

o sistema realimentado é estavel e ndo apresenta erro de regime. Além disso, em
regime, rejeita distlrbios na forma de degraus com amplitude desconhecida a, pois

. . sH(s)
| = Y = 3=
L) = IS = o)

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 19/78



Cap. 21 — Introdug3o a Realimentagdo
00000000000000000080000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Lugar das raizes

A dindmica de um sistema linear depende da localizagdo dos polos no plano complexo.
Em particular, a parte real dos polos determina se o sistema é ou n3o estdvel. O
diagrama grafico com a localizag3o dos polos no plano complexo em fung¢do de um
pardmetro é denominado lugar das raizes.

Os sistemas em malha fechada mostrados nas figuras 2 e 3 tém a localizagdo dos
polos dependente do valor do ganho k, isto é, os polos sdo raizes da equagdo

14 kH(s)=0 (1)
Para H(s) racional, tem-se

N(s)
D(s)

H(s) = = D(s)+kN(s)=0

com ,
m
D(s) = Z os", am=1, N(s)= Z Brs"
r=0 r=0

Em sistemas de primeira e segunda ordem, o cdmputo dos polos em funcdo do
parametro k pode ser feito de maneira analitica.
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Exemplo — Sistema de segunda ordem

Exemplo 1.7 (Sistema de segunda ordem)

Considere o sistema descrito por
1
G(s)

= = k>0
s2+4+ 25+ k

I S

cujos polos sdo

M=—1+V1—-k, h=—-1—-v1—k

Para 0 < k <1, os polos sdo reais e estdo no intervalo [—2,0], sendo que para k=1
tem-se A; = Ap = —1. Para k=0, o sistema n3o é BIBO estdvel, pois tem um polo na
origem. Para 0 < k <1, o sistema é superamortecido e para k > 1, o sistema é
subamortecido com polos dados por

M=-14+jjVk-1, h=-1—jVvk-1
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O lugar das raizes é ilustrado na Figura 6, com os pontos k=0, k=1 e k — oo
indicados. Escrevendo as partes real e imagindria de A; em termos de k, tem-se

-14+v1-k , 0<k<l1 0 , 0<k<1
Re(’h):{ -1 k>1 : 'm(h):{ Vk—1 k>1

e, portanto, o lugar da raiz A; é dado por
0<k<l = —-1<Re(A1)<0, Im(A1)=0

k>1 = Re(A)=-1,0<Im(A;) < +eo

Note que, com exce¢do de k =0, todos os pontos do lugar das raizes estdo no
semi-plano a esquerda, indicando que o sistema é BIBO estdvel para k > 0.
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T oo
o ,
o ,
o ,
o ,
k=1
E of —_— 1
- k=0 k=0
o ,
b ,
e ,
e ,
Lt
~10 ; ; i ;
-3 -2 -1 0 1 2 3
Re

Figura: Lugar das raizes de s> +2s+k, k>0.
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Note que o lugar das raizes de s2+ 25+ k = 0 pode ser visto como um lugar das raizes
do sistema em malha fechada mostrado na Figura 7, com

1

H(s) = s(s+2)

De fato, polindmios em s com coeficientes afins em k podem ser colocados na forma
D(s)+ kN(s), que corresponde ao denominador em malha fechada de um sistema
H(s) realimentado com ganho proporcional —k.

1

s(s+2)

—k

Figura: Sistema em malha fechada cujo lugar das raizes é mostrado na
Figura 6.
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Exemplo 1.8 (Sistema de segunda ordem subamortecido)

Sistemas de segunda ordem com polos complexos, descritos pela fun¢do de
transferéncia

oy
52 428 w5+ @2

podem ter o lugar das raizes analisado em termos dos pardmetros & e ®p,.

H(s) = , 0<é<1l, wp,>0

As raizes do denominador satisfazem

P +2lwps+ 02 = (s+Ewn)2 + @2 (1-E2) = Aip=-Coptjop/1-E2

Note que

Re(A12)? +1m(A12)? = o

implicando que o lugar das raizes, para @, fixo, é uma semi-circunferéncia (do lado
esquerdo) de raio @, centrada em 0, pois a parte real é negativa para qualquer &, @,.
Para £ =0, as raizes est3o sobre o eixo imaginario e para £ = 1 est3o sobre o eixo real.
Note ainda que para £ > 1 as raizes s3o reais e tendem a 0 e a — quando & — +<.
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Por outro lado, para & fixo e @, variando, tem-se

A2 = 0n(=E+j\/1-E2)

que s3o semi-retas partindo do 0 (em @, = 0). Para & =+/2/2, s3o retas bissetrizes
do segundo e terceiro quadrante; para & =1, s3o o semi-eixo real negativo e para
& =0 s3o os semi-eixos imagindrios.

O lugar das raizes pode ser computado numericamente, por exemplo, com o comando
rlocus do Matlab. O comando grid traga as semi-circunferéncias de w, constante e
as semi-retas de £ constante, como ilustrado na Figura 8 para o sistema

1
T 544353432552 +2.55 ]

H(s) M=0, Ar=-2, 1374 =-05+j
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| 0.87

210.94

110.985

-11-0.985

[ 0.87

Figura: Lugar das raizes do Matlab rlocus(1,[1 3 3.25 2.5 0]), grid,

o aaa A
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O comportamento de sistemas de segunda ordem subamortecidos foi estudado no
dominio do tempo, com a resposta ao impulso, determinando-se o periodo de oscilagdo
e o decremento logaritmico, e com a resposta ao degrau e o cdmputo do valor de pico,
isto é, do sobresinal (que é uma caracteristica do sistema subamortecido 0 < & < 1).

Analisando os diagramas de Bode para H(s), que apresenta um pico (acima do valor
DC) em M(w,), tem-se

— 1 — 2
M(wr)_%\/ﬁ , O = Wp\/1-28
para £ < 1/v/2~0.707. Note que M(®) tende a infinito quando & — 0.
Um esbogo do lugar das raizes pode ser obtido manualmente por meio de regras
simples, possibilitando uma andlise qualitativa do comportamento do sistema em

malha fechada. As regras para construcdo foram propostas por Walter R. Evans em
1948.
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Propriedade 1 (Simetria)

O lugar das raizes é simétrico em relacdo ao eixo real, pois para sistemas descritos
pela razdo de polinémios com coeficientes reais, se s = A € C € raiz, entdo s = A*
também o €.
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Propriedade 2 (De polos para zeros)

Os ramos do lugar das raizes da equacdo 1+ kH(s) =0 partem dos polos de H(s) e
chegam nos zeros de H(s) quando k vai de 0 a +oo, pois

D(s)+kN(s) =0

Para efeito desta propriedade, considera-se que H(s) tem tantos “zeros” no infinito
quanto for a diferenca entre o niimero de polos e de zeros finitos de H(s). Ou seja,
para s muito grande, tem-se

4
Zﬁrsr
N(s) _ r=o Be
H(S):D =———~— ,N=m-/
® s
rgoars

Observe que a maior parte das propriedades do lugar das raizes assume 3; > 0. Regras
para By < 0 (resultando em realimentacio positiva) podem ser desenvolvidas de
maneira similar. J
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Exemplo 1.9 (Sensibilidade do lugar das raizes a posigdo do zero)

Considere Hj(s) dado por

Hl(s):s‘c'(%'ll) = Di(s)+kNi(s)=0 = s*—s+k(s—0.1)=0

e Hy(s) dado por
= Do(s)+kNa(s)=0 = s>—s+k(s+0.1)=0

realimentados por um ganho —k. Os correspondentes lugares das raizes, computados
com o comando rlocus do Matlab, sdo mostrados na Figura. No diagrama da
esquerda, um ramo sai do polo +1 e vai para o zero em 0.1, e o outro ramo sai do
polo em 0 e vai para o “zero” em —oo. No da direita, os ramos saem dos polos,
encontram-se aproximadamente em 0.2, seguem em arcos até encontrarem-se
novamente em aproximadamente —0.4, prosseguindo um para a direita até o zero em
—0.1 e o0 outro para a esquerda até —oo.
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Note que uma pequena variagdo no zero produz lugares das raizes bastante distintos.
Em particular, o sistema em malha fechada da esquerda é sempre instavel para
qualquer valor de k, enquanto que no da direita existe um valor minimo para k, acima

do qual o sistema torna-se estavel.
Da equaco relativa a Ha(s), isto §é,

24+ (k—1)s+0.1k=0

tem-se que as raizes sdo puramente imagindrias (complexo conjugadas) se k =1. As
raizes s3o reais e iguais para

(k—1)>—04k=0 = k~1.86, k~0.537
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0.5 T T T T T

041 1

£

Figura: Lugar das raizes de Hi(s)

Linearidade em Sinais e Sistemas 33/78




Cap. 21 — Introdug3o a Realimentagdo
00000000000000000000000000000000800000000000000000000000000000000000000000000

0.5 T T T T T

041 1

03[ 1

0.1 4

£

Figura: Lugar das raizes de Ha(s)
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Ainda em relag3o ao lugar das raizes de Hy(s), escrevendo as partes real e imagindria
de A1 em termos de k, tem-se

_1-k+Vk2+1-24k

M >

€, portanto
0< k<0537 = 0.232<Re(A)<1, Im(A)=0

k>186 = —0.432<Re(4;)<-0.1, Im(4;)=0
sendo que o valor —0.1 é obtido do limite
. 1—k+Vk2+1-2.4k
lim
k—r+oo 2
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Fazendo € =1/k, tem-se

im e—14+\1-24¢ im 1+0.5(1—2.4¢) 05(-2.4)
€L>0 2¢e - £L>0 2 -

—-0.1

e, finalmente,
0537 < k<186 = (Re(A1)+0.1)>+1Im(4;)%>=0.11
pois
4lm(A1)2 =24k —1—Kk? | (2Re(A1)+0.2)% = (1.2 — k)2 = k* + 1.44 — 2.4k

Como conclus3o, a raiz A; parte de 1, segue sobre o eixo real até 0.232, sobe no arco
de circunferéncia (raio v/0.11 = 0.332, centro em —0.1), volta ao eixo real em —0.432
e segue até —0.1.
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Propriedade 3 (Condigdo de fase)

A soma dos dngulos dos vetores dos zeros até um determinado ponto do lugar das
raizes menos a soma dos dngulos dos vetores dos polos até o mesmo ponto é &
radianos, pois

N(s)
D(s)

N(s)
D(s)

N(s) _
D(s)

=1, /k

1+kH(s)=0 = k

=-1 = ’k

e, portanto,

A m
‘53 =Y 0(s)- ¥ 0(s) =7
r=1 r=1

sendo ¢.(s) = Z(s—Ar) o dngulo do vetor do polo A, até o ponto s do lugar das raizes
e ¢r(s) = Z(s— ) o dngulo do vetor do zero ¥, até o ponto s do lugar das raizes.

Note que sempre existe um k > 0 finito que garante |kH(s)| =1 e que a propriedade
ndo se aplica aos polos e zeros de H(s) (que no entanto fazem parte do lugar das
raizes).

Além disso, para efeito desta propriedade, soma de dngulos que resulta em nimero
impar de m's é considerada igual a 7.

v
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Propriedade 4 (Condi¢do de médulo)

O valor do ganho k em um ponto s do lugar das raizes € igual ao produto dos
mddulos dos vetores dos polos até s dividido pelo produto dos médulos dos vetores

dos zeros até s, pois

m
Ils—
r=1

l
H Is— 1l
r=1

N(s)
D(s)

‘k =1 = k=
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Propriedade 5 (Eixo real)

O lugar das raizes no eixo real pode ser determinado pelas regras:

@ polos e zeros complexos ndo contribuem para os trechos do lugar das raizes no
eixo real, pois (Propriedade 3) a soma dos dngulos de um par de polos ou zeros
complexos € nula. Para efeito desta propriedade, angulos miiltiplos pares de +m
sdo considerados nulos.

@ O lugar das raizes no eixo real esta sempre a esquerda de um nidmero impar de
polos e zeros reais, pois as contribuicdes nesse caso (Propriedade 3) somam 7.

As Figuras ilustram as duas situa¢des. No primeiro gréfico, p (que faz parte do lugar
das raizes) e g (que n3o faz parte) s3o pontos sobre o eixo real, desenhados um pouco
deslocados de maneira a realgar os dngulos dos vetores. Note que no ponto p os
angulos somam 7 e no ponto g a soma é zero.
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Figura: Contribui¢Ges sobre o eixo real: polos complexos.
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Figura: Contribui¢des sobre o eixo real: polos e zeros reais (direita).
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Propriedade 6 (Angulo de partida dos polos)

O angulo de partida do lugar das raizes saindo de um polo € igual a © mais a soma
dos dngulos dos vetores dos zeros até o polo menos a soma dos dngulos dos vetores
dos demais polos até o polo em quest3o.

Prova: da Propriedade 3, escolhendo um ponto s do lugar das raizes préximo do polo
A;, tem-se

L m
OIS WO WO

r=1,r#i
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Exemplo 1.10 (Lugar das raizes com trés polos: angulos de
partida)

No lugar das raizes
(5_)’1)(5_}‘2)(5_13)4_1(:0 ) 2«1:—_].712:_1.,}«3:—1
os angulos de saida (em graus) dos polos sdo dados por

P1(s~ A1) =180 — (s~ A1) — ¢3(s =~ A1) =180 — (—90) — (—45) = —45

$o(s~ 1) =180—90—45=45 | ¢3(s~ A3) =180 — 135 (—135) = 180
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Exemplo 1.11 (Lugar das raizes com trés polos e um zero: angulos
de partida)

No lugar das raizes
(S—A]_)(S—12)(5—13)-1—/((5—)/1) =0 , 11 = —j 9 }Q Ij 9 )u3 =-1, n= —0.5
os angulos de saida (em graus) dos polos sdo dados por

¢1(s ~ A1) = 180 — (—90) — (—45) + (—63.4) = —108.4

$o(s~ ) =180—90—45+63.4=108.4 , ¢3(s~A3)=180—135—(—135)+180=0
v
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Exemplo 1.12 (Lugar das raizes com trés polos e dois zeros:
angulos de partida)
No lugar das raizes
(s—M)(s—22)(s—2A3) + k(s —n)(s— 1) =0

M=—j,A=j,23=-1,1=05+05/, b=05-0.5/
os angulos de saida (em graus) dos polos sdo dados por

01(s~ A1) =180—(—90) — (—45) +(—108.4) + (—135) =71.6

Po(s~Ap) =180—90—45+135+108.4 = —71.6
93(s ~ A3) =180—135—(—135) +(—161.6) + 161.6 = 180
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Exemplo 1.13 (Lugar das raizes com trés polos e trés zeros:
angulos de partida)
No lugar das raizes
(s=M)(s—22)(s—A3) + k(s —n)(s — 1) (s — 13)
M=—j, =, 3=-1,1n=05+05/, h=05-05j, 3=-05
os angulos de saida (em graus) dos polos sdo dados por
¢1(s~ A1) =180—(—90) — (—45) + (—108.4) + (—135) + (—63.4) = 8.2

¢a(s ~ Ay) = 180 — 90 — 45+ 135+ 108.4 + 63.4 = —8.2
¢3(s ~ A3) = 180 — 135 — (—135) + (—161.6) + 161.6+ 180 =0
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Propriedade 7 (Angulo de chegada aos zeros)

O 4ngulo de chegada do lugar das raizes entrando em um zero é igual a3 soma dos
angulos dos vetores dos polos até o zero menos a soma dos dngulos dos vetores dos
demais zeros até o zero em questao.

Prova: da Propriedade 3, escolhendo um ponto s do lugar das raizes préximo do zero
Y:, tem-se

o) _, —n+2¢r(s)— Y ol

r=1,r#£i

Como o interesse € no angulo de chegada, subtrai-se um angulo de m radianos.
Portanto,

®i(s) ‘ = Z or(s) — Z '(Pr(s)
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Exemplo 1.14 (Lugar das raizes com trés polos e um zero: dngulo
de chegada)

No lugar das raizes
(s—=M)(s—A)(s—A3)+k(s—nn)=0 , M=—j, r=j,3=-1,1n=-05

o angulo de entrada (em graus) do zero é dado por

¢1(s~n)=116.6—116.6+0=0
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Exemplo 1.15 (Lugar das raizes com trés polos e dois zeros:
angulos de chegada)

No lugar das raizes
(s—M)(s—22)(s—A3) + k(s —n)(s— 1) =0
M=—j,=j,3=-1,1=054+05j, h=05-05j

os angulos de chegada (em graus) dos zeros s3o dados por

P1(s~7)=T71.6—45+18.4—90 = —45

Pa(s~ p) = 45— 71.6 — 18.4 — (~90) = 45
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Exemplo 1.16 (Lugar das raizes com trés polos e trés zeros:
angulos de chegada)
No lugar das raizes
(s=M)(s—22)(s—A3) + k(s —n)(s — 1) (s — 13)
M=—j, =), 3=-1,1n=05+05/, pb=05-05, ;3=-05

os angulos de chegada (em graus) dos zeros s3o dados por
Q1(s~y)=716—45+18.4—90—26.6=—71.6

@2(s~ 1) =45—T71.6—18.4— (—90) — (—26.6) = 71.6
@3(s~73) =116.6 — 116.6+0 — (—153) — (153) =0
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Propriedade 8 (Assintotas)

O nimero de assintotas do lugar das raizes € igual ao nidmero de zeros no infinito, ou
seja, N = m—{, com angulos dados por

2 2
% , Be>0, rez rTﬂ , Be<0 , rez

pois, para s = pexp(j§), com p grande, tem-se

D(s)+kN(s) = 5™+ kfys' =0 = s = plexp(jg (1)) = —kPs

Note que, paran =m—{ > 3, sempre havera um k finito que instabiliza o sistema.
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A tabela a seguir apresenta os angulos das assintotas do lugar das raizes para os casos
de 0, 1, 2, 3 e 4 assintotas.

Tabela: Angulos das assintotas do lugar das raizes.

m—/{ 0 1 2 3 4
Be>0 | — | | £n/2 | mn,xn/3 | £r/4,£3n/4
Be <0 0| 0= | O0,+2%/3 0,7,+7/2
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15
e 1
05 R
£
- [ —_— B
-05f 1
s 1
15 . . I . .
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

Figura: Lugar das raizes com trés polos e trés zeros (N(s) = s —0.5s> +0.25,
sem assintotas.
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Figura: Lugar das raizes com trés polos e dois zeros (com assintota em T,
N(s) =s?—s+0.5).
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Im

1k 4

2k 4

Figura: Lugar das raizes com trés polos e um zero (N(s) = s+0.5, assintotas
em +7/2).
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Im

1+ B

2+ B

Figura: Lugar das raizes com quatro polos em +1+; (assintotas em £7/4 e
+371/4).
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Im

1+ 4

2| 4

Figura: Lugar das raizes com trés polos, D(s) = s> +s2+s+1, N(s) =1 (com
assintotas em +m/3 e 7).
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Im

1+ 4

2| 4

Figura: Lugar das raizes com trés polos, D(s) =s3+s%>+s+1, N(s) = —1
(com assintotas em 0 e +27/3).
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Propriedade 9 (Encontro das assintotas)

Todas as 1 = m—{ > 2 assintotas encontram o eixo real no ponto

4

% Y Re(A,)— Y Re(x)
r=1

r=1

sendo A, os polos e ¥, os zeros de H(s).
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Prova: o lugar das raizes satisfaz

N(s) _
1+k D(s) =0
D(s _ 3
NES; =1+ (-1 = Bra)s" 4
Portanto, para s grande,

N(S) kﬁZ kﬁg

1+k =1 = =1

- D(s) * D(s)/N(s) s —asn—14...

com N(s) = N(s)/B; ménico e

m 4
a=Pr1—0Om1 = a= Y Re(A)—Y Re(y)

r=1 r=1
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Nas assintotas, tanto k quanto o médulo dos pontos s do lugar das raizes sdo
grandes, e o polindmio s —as"~! ... pode ser aproximado por (s —a/n)". De fato,
os dois termos de maior grau coincidem. Assim, nas assintotas, tem-se

n
o (o2)

(--3)
s— 2
n
Note que o lugar das raizes da equacgdo

3=

é dado pelas assintotas do sistema original, com o cruzamento no eixo real ocorrendo
em k=0, ou seja, em s = a/n.
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Propriedade 10 (Cruzamento com o eixo real)

Os pontos do lugar das raizes de chegada ou partida do eixo real, quando existem,
satisfazem a equag¢do

N(s)D(s) = D(s)N(s)
pois um ponto s de chegada ou de partida no eixo real é (no minimo) uma raiz dupla
real. Assim, k nesse ponto satisfaz as equagdes
D(s)+kN(s)=0 , D(s)+kN(s)=0 = N(s)D(s)— D(s)N(s) =0

Note que a aplicacdo da propriedade requer a obtencdo das raizes de um polinémio e
a identificacdo do ponto de interesse.
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Exemplo 1.17
Considere (vide Exemplo 1.9)

Portanto, ) ) ) )
D(s)=2s—1, N(s)=1 = N(s)D(s)—D(s)N(s)=0

$24025—01=0 = s =0.232, 5,=-0.432

sendo s; o ponto de saida e sp o de entrada.

Note que, pela Propriedade 4 (condi¢do de médulo), os valores de ganho kj e kp dos
pontos s; e sp sao dados por

_ |0.232-0[[0.232 1
B |0.232+0.1]
confirmando os valores obtidos no Exemplo 1.9.

| —0.432—0|| —0.432 1]

=1
[—0.43240.1] 8

kq =0.537, kp =
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Exemplo 1.18

Considere
5+0.5 N(s)

(s>+1)(s+1) D(s)
Note que ndo ha ponto de partida nem de chegada no eixo real. No entanto, a
Propriedade 10 fornece

H(s) =

D(s)=3s2+2s+1, N(s)=1 = 4s°+55>°+25—1=0
cuja raiz real é s; =0.273, que corresponde a um valor negativo de k, dado por

_ D(s1) _
k=— Na) = -1.77
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Propriedade 11 (Cruzamento com o eixo imaginario)

Os cruzamentos com o eixo imagindrio ocorrem em s = +j®, com @ > 0, solucdo da
equagao
D(s)+kN(s)=0

Exemplo 1.19

Considere (vide Exemplo 1.9)

s+0.1
H(s) = s(s—1)

Aplicando a Propriedade 11, tem-se
(jo)(jo—-1)+k(jo+01)=0 = ko=0, 0.1k=0°wn>0

0;=0, k=0 , @»=0316, ko=1

Note que o primeiro ponto corresponde ao polo de malha aberta em s = 0.
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Resumo das propriedades do lugar das raizes

O lugar das raizes do sistema de malha fechada mostrado na Figura 2 satisfaz

N(s) hso

1+kH(s)=0 , H(s):D(S) , k2

As propriedades do Lugar das Raizes s3o:

@ Simetria em relacdo ao eixo real.

@ Os polos e os zeros (finitos) de malha aberta fazem parte do lugar das raizes
para, respectivamente, k =0 e k — oo,

@ Condigdo de fase
4 m
Z or(s) - Z Or(s) ==
r=1 r=1
sendo ¥, os zeros, A, os polos de H(s), ¢,(s) = Z(s—A;) o angulo do vetor do

polo A, até o ponto s do lugar das raizes e ¢,(s) = Z(s—¥,) o angulo do vetor
do zero ¥, até o ponto s do lugar das raizes.
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@ Condi¢do de médulo
m
H |s— Ar|
H s — ¥l

k=

@ Eixo real
O lugar das raizes no eixo real estd sempre a esquerda de um nimero impar de
polos e zeros reais.

) Angulo de partida dos polos

oi(s)|,_, =7+ Z(p,(s)— Y ols

r=1,r#i

) Angulo de chegada aos zeros

m 4
= Z or(s) — Z or(s)
S~V r=1

r=1r#i

@ O nidmero de assintotas é igual ao nimero de zeros no infinito, ou seja, m—¢.
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] Angulos das assintotas

n(1+2r)
_ 0 Z

oy Be>0 , re
@ Encontro das assintotas

Todas as 1 = m—{ > 2 assintotas encontram o eixo real no ponto

m V4
% Y Re(A)— Y Re(n)
r=1 r=1

@ Cruzamento com o eixo real

Os pontos do lugar das raizes de chegada ou partida do eixo real, quando
existem, satisfazem a equacgdo

N(s)D(s) = D(s)N(s)

@ Cruzamento com o eixo imaginario

Os cruzamentos com o eixo imagindrio ocorrem em s = +j®, com ® > 0,
solu¢do da equacao
D(s)+kN(s)=0
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Exemplo 1.20

Considere o sistema em malha fechada descrito na Figura 2 com

1
(s+1)(s?+2s5+2)

H(s) = , M=-1,23=-1£j , n=m—(=3

Das propriedades do lugar das raizes, tem-se que o sistema possui 3 assintotas (£60°

e 180°), com encontro no eixo real em

1
-(-1-1-1)=-1
3 )

e no eixo real, o lugar das raizes é dado por (—oo,—1]. A Figura 19 mostra o lugar das
raizes feito com o Matlab.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 69/78



Cap. 21 — Introdug3o a Realimentagdo
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000800000000

4
sl J
A J
L J
£
£, ]
-1F -
-2 -
-3+ -
4 L L L L L
-5 -4 -3 -1 0 1

2
Re
Figura: Lugar das raizes — rlocus(1,[1 3 4 2]).
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Os cruzamentos com o eixo imagindrio ocorrem em =£;2 (pela figura). O valor de k a

partir do qual o sistema em malha fechada fica instdvel, chamado de Margem de

Ganho, pode ser obtido do Matlab, ou a partir da figura por
k=]j2+1|[j2+1—jl[j2+1+j| = vV5V2V10 = 10

Para k =10, os cruzamentos com o eixo imaginario satisfazem

D(jo)+kN(jo) = —jo° +4jo —30°>+12=0 = 0’=4, @ =42

O diagrama de Bode de H(s), mostrado na Figura 20, confirma o valor da Margem de
Ganho igual a 10, pois a frequéncia na qual a fase é —180 é dada por w =2,
correspondendo ao ganho de —20 dB, isto é, 0.1. Em termos da fun¢do de
transferéncia de malha fechada, tem-se

G(s) = % ~ 1410H(j2)=0
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-270= L

o (rad/s)

Figura: Diagrama de Bode — bode(1,[1 3 4 2]).
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Note que o valor da Margem de Ganho poderia ser também obtido da Tabela de
Routh-Hurwitz, calculada para o polindmio

s> +3s? +4s+2+k
s3 1 4
s? 3 2+ k
< 10—k = 24+k>0,10—k>0
1 2+k

que garante estabilidade para k < 10.
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Exemplo 1.21

Considere a inclusdo de um zero de fase ndo minima, resultando em

s—1
(s+1)(s2+25+2) °’

H(s) = M=-1,3=-1£j,y=1, n=m—{=2

Das propriedades do lugar das raizes, tem-se que o sistema possui 2 assintotas
(£90°), com encontro no eixo real em

1
S(-1-1-1-1)=-2
5( )

e no eixo real, o lugar das raizes é dado por [-1,1]. A Figura 21 mostra o lugar das
raizes feito com o Matlab.
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O cruzamento com o eixo imaginario ocorre em 0 (pela figura). O valor de k a partir
do qual o sistema em malha fechada fica instavel, chamado de Margem de Ganho,
pode ser obtido do Matlab, ou a partir da figura por

k=10+1[04+1—j|[0+1+j]/|0-1=V2vV2=2

Para k =2, o cruzamento com o eixo imagindrio satisfaz

D(jo)+kN(jo) = —jo° +6jo —30>=0 = ©=0

O diagrama de Bode de H(s), mostrado na Figura 22, confirma o valor da Margem de
Ganho igual a 2, pois a frequéncia na qual a fase é 180 é dada por @ — 0,
correspondendo ao ganho de —6 dB, isto é, 0.5. Em termos da fung3o de
transferéncia de malha fechada, tem-se

H(s)

()= 1~ 1T2HU0 =0
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Figura: Diagrama de Bode — bode ([1 -1],[1 3 4 2]).
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Note que o valor da Margem de Ganho poderia ser também obtido da Tabela de
Routh-Hurwitz, calculada para o polindmio

34352+ (4+k)s+2—k

s3 1 44k

52 3 2—k

s 1014k = 10+4k>0,2—k>0
1 2k

que garante estabilidade para k < 2.
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