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Estabilidade

A estabilidade de um sistema pode ser caracterizada em termos da relacdo
entrada-saida (BIBO estabilidade) ou em termos das varidveis de estado (pontos de
equilibrio).
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BIBO estabilidade

Um sistema é BIBO estdvel (Bounded-Input Bounded-Output) se a saida é limitada
para toda entrada limitada.

x())| <b = |y(t)] <+

Além disso, um sistema linear invariante no tempo é BIBO estdvel se e somente se a
resposta ao impulso do sistema for absolutamente integrével.

Propriedade 1 (Fung¢&o de transferéncia BIBO estavel)

Se um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma funcio de
transferéncia H(s) for BIBO estdvel, entdo s = jow pertence ao dominio Q,, pois

|H(s = jo)| = ’/:jh(t)exp(—jwt)dt’ g[:m|h(t)|dt<+w

e também pode-se mostrar que um sistema é BIBO estdvel se e somente se a resposta
ao impulso for absolutamente integravel.

v
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Funcao de transferéncia racional causal BIBO estavel

Propriedade 2 (Func3o de transferéncia racional causal BIBO
estdvel)

Um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma fungcdo de
transferéncia racional

HE) = o)

é BIBO estdvel se e somente se todos os polos Ay (isto é, raizes de D(s) =0) tiverem
parte real negativa.

Qp={seC, Re(s)>0}, 0= mExRe(lk)

Prova: autovalores com parte real negativa garantem que a resposta causal ao impulso

o)=Y akge(t) .+ g(t) = t* exp(iet)u(t) , 0<r <m
k=1

€ absolutamente integravel.
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Polinomio Hurwitz
Definicdao 1 (Polindmio Hurwitz)

Um polinémio D(p) que possui todas as raizes com parte real negativa é chamado de
polinémio Hurwitz.

Propriedade 3

Uma condicdo necessdria para que um polinémio D(p) de grau m, com oy, > 0, seja
Hurwitz, é que todos os demais m coeficientes sejam positivos.
Prova:

D(p) = 0mp™ + Ot -1p™ '+ O 2p™ P+t ouptag , (am>0)

D(p) = am [ [(p+ak) [1(P* +2bkp+ b7 + c7)
K K
As raizes reais sdo —ay e as complexas sdo —by + jc,. Portanto, se
ax>0 , b,>0

entao todos os coeficientes do polinbmio D(p) sdo positivos.
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Exemplo

Exemplo 1.1

A Propriedade 3 é uma condi¢do apenas necessdria. Por exemplo, o polinémio

p>+p>+11p+51=(p+3)(p—1+j4)(p—1—j4) = (p+3)(p* —2p+17)

possui todos os coeficientes positivos, mas ndo é Hurwitz.
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Expansao de Stieltjes
Propriedade 4 (Expansdo de Stieltjes)

O teste do sinal da parte real das raizes de um polinémio pode ser feito por expansio
de Stieltjes

1
Om—-1p+ i
Omp
sendo Dp,(p) e Dm—1(p) polinémios obtidos a partir do polinémio D(p), dados por

Dm(P) =omp™ + O‘m—2pmi2 SPo00 s Dm—l(P) = ()5m—ll3l1771 + am—3pn173 qRo0c

Todas as raizes de D(p) =0 possuem parte real negativa se e somente se oy > 0,
k=1,....m.

v
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Exemplo 1

Exemplo 1.2

Considere o polindmio
D(p)=p*+p3+3p2+2p+1

Note que a condi¢io necesséria (todos os coeficientes positivos) é satisfeita.

Da(p) _ p*+3p°+1 _  n(p)=p>+1

Ds(p) p3+2p p3+2p
Dy(p) _pP*+2p _  n(p)=p
n(p)  p*+1 p>+1

ne) P+l nlp)=1
= =p+
r(p) p p
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Exemplo 11

Portanto, colocando na forma da expans3o de Stieltjes, tem-se

pt+3p°+1 _ 1

3 =pT 1
p>+2p P+

1
Pt
p

e pode-se concluir que o polindmio possui todas as raizes com parte real negativa. De
fato, as raizes sdo aproximadamente (usando o comando roots([1 1 3 2 11) do
Matlab):

0104155 , —0.40+0.51
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Exemplo
Exemplo 1.3
Considere o polindmio

D(p) = 24p* +24p> +18p> +6p+1

Note que a condig3o necesséria (todos os coeficientes positivos) é satisfeita. Da
expansdo de Stieltjes,

Ds(p) 24p*+18p2+1 12p2+1 N 1 - 1
Di(p)  24p3+6p  © 24p3ibp ' p P 5 1
2pc+1

2p+ — 1
3 _
P+

conclui-se que o polindmio é Hurwitz. De fato, as raizes sao aproximadamente
(usando Matlab):

—0.254/0.60 , —0.2540.21

v
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Exemplo

Exemplo 1.4
Considere o polindmio

D(p) = p° +2p* +2p° + p*>+2p+5

A expans3o de Stieltjes fornece

p°+2p°+2p 1 N 1
20" +p2+5  2° L 1
3P T 10 1
o PT L
3" —p

indicando que o polindmio possui raizes com parte real positiva. De fato, as raizes sio
aproximadamente (usando Matlab)

—150 , —0.93+,1.27 , 0.69+,0.93
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Exemplo
Exemplo 1.5
O polindmio D(p) = (p+1)* = p* +4p3 +6p> +4p+1 é Hurwitz, pois
1 1
D(p) = ZP+ S E—
5Pt o5 1
16" 16
5 v

O teste do sinal da parte real das raizes pode também ser feito pelo cilculo de
determinantes de matrizes associadas aos coeficientes do polinémio.
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Determinantes de Hurwitz

Propriedade 5 (Determinantes de Hurwitz)

O polinémio de grau m, o4y, > 0 dado por
e k
D(p) =Y axp
k=0

possui todas as raizes com parte real negativa se e somente se os determinantes

det(Ax) (menores principais lideres de A, ) forem maiores que zero para k =1,...,m,
com
Om_1 Om 0
Om—1 Om
Ar=[om] , A= [am 5 @ 2} , A3=|0m3 Om2 Qpa
m— m—
Om-5 Om—4 Om-3
Om—1 Om 0 0 -« 0
Om—-3 Om—2 Om-1 Om T 0
Ap = Om-5 Om—4 Om-3 Om—2 - 0
0 0 0 0 RN

o
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Exemplo

Por exemplo, para m =4, tem-se

a3 o4 O 0

op O 03 04
0 o a
0 0 0 op

Ay =

Note que A3, Ay e A3 s3o as submatrizes de dimens3o 1, 2 e 3 da diagonal principal
comecando no canto superior esquerdo. Note também que, se o determinante de A3
for maior do que zero, a condi¢cdo det(A4) = det(Az)ap > 0 ocorre se e somente se

op > 0.
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Exemplo
Exemplo 1.6
Para m=1, p+ ap possui raiz negativa se e somente se det(Aj) = o > 0.
Para m =2, o polinémio

2 _|lon 1
p t+opt+ap Az—[o 060]

possui raizes com parte real negativa se e somente se
det(Al):(Xl >0 , det(Az):a1a0>0 = >0

Para m = 3, o polinémio

a 1 0
Ptmp’+apta . Az=|og o o
0 0 o

possui raizes com parte real negativa se e somente se

det(Al):a2>0 s det(Az):OLzOtl—ao>0 , >0
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Exemplo 1.7

Para m =4, o polinémio

oz 1 0 0

4 3 2 _la o a3 1
p tozp +opp t+optay , As= 0 o og 0p
0 0 0

possui raizes com parte real negativa se e somente se

det(Al):OC3>0 R det(AQ):OC3062—(Z1>O s det(A3)>0 , 0p>0

o3 1 0
det(A3)=det |y o o3| = ogopay —af —aZag >0
0 op o
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Exemplo

Exemplo 1.8

Considere novamente o polindmio do Exemplo 1.3

D(p) = 24p* +24p° +18p> +6p+1

A matriz A4 é dada por

24 24 0 O
6 18 24 24
0 1 6 18
0 0 0 1

JAVIES

e portanto

A1 =24, det(Ap) =288, det(A3) =1152 , det(Ay) =1152

indicam que o polindmio tem todas as raizes com parte real negativa.
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Exemplo

Exemplo 1.9

Retomando o polinémio do Exemplo 1.4

D(p) = p® +2p* +2p° + p> +2p+5

tem-se

As

Il
O O U= N
OO NN
o o1l =N O
O NN BEFEO
=N O O

A1 =2, det(Ay) =3, det(A3) =5, det(Ay) = —25, det(As) =—125

indicando que o polinémio ndo é Hurwitz.
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Exemplo

Exemplo 1.10

Considere novamente o polindmio D(p) = (p+1)* = p* +4p3+6p% +4p+1, que é
Hurwitz pois

= det(A1) =4 ,det(Ay) =20 ,det(A3) =64 ,det(A4) =64

co s b~
OO
o~ pO
— o~ O

A tabela de Routh sistematiza o teste de Hurwitz sem o calculo explicito dos
determinantes, representando uma alternativa a expans3o de Stieltjes.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 19/62



Cap. 20 — Estabilidade
000000000000000000800000000000000000000000000

Tabela de Routh

Propriedade 6 (Tabela de Routh)

Considere o polinémio

a5P5+a4P4+a3P3+a2P2+0‘1P+a0 , o >0, k:0775

Todas as raizes possuem parte real negativa se e somente se todos os elementos da
Tabela 1 forem positivos ou, equivalentemente, se todos os elementos da primeira
coluna forem positivos. A ocorréncia de um zero ou de um nimero negativo implica
que o polinémio ndo é Hurwitz (ou seja, ndo possui todas as raizes com parte real
negativa).

O resultado (em termos do sinal da parte real das raizes) ndo se altera se uma linha
da tabela for multiplicada por um nidmero positivo.
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Tabela de Routh

P’ Qs o3 (041
p* 04 [0 do
030 — 0L 0104 — 0 QL
g | py— (B0 —05) | o (0104 d0%)

Oy 07
Ps — Lo
2 7/2:(2133ﬁ3ﬁ1 4) o= 0
1 (Bir2 —10Bs3)
pr| &=
' P
PO & = 0o

Tabela: Tabela de Routh-Hurwitz.

Note que o elemento da linha associada a p® é sempre igual a o
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Exemplo
Exemplo 1.11

O polinémio
p° +8p* +25p> +40p> + 34p+ 12

possui raizes com parte real negativa, pois a tabela de Routh é dada por

p° 25 | 34
p* 8 40 | 12
p3 20 65/2

p? 27 12

p' | 1275/54

p° 12

De fato, as raizes de D(p) =0 (obtidas pelo Matlab) s3o

717727 737 71+J7 -1 7.]
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Exemplo I

Exemplo 1.12

Considere novamente o polindmio do Exemplo 1.11, dado por

p° +8p*+25p> +40p? +34p+12 = Ds(p)=p° +25p>+34p,
D4(p) = 8p* +40p? +12

A expans3o fornece

Ds(p) p°+25p°+34p 1  r3(p) =20p%+(65/2)p

Di(p)  8p*+40p2+12 8" D4(p)
Ds(p)  8p*+40p*+12 8 n(p) =27p? +12
r3(p) ~ 20p3+(65/2)p 20 r3(p)
rs(p) _ 20p°+(65/2)p _ 20  rn(p)=(1275/54)p
r2(p) 27p% +12 27 r2(p)
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Exemplo II

rn(p)  27p>+12 1458  ry(p) =12

n(p) ~ (275/58p 12757 T n(p)

rn(p) _ (1275/54)p 1275
rn(p) 12 T 648

Colocando na forma final da expansdo, tem-se

Ds(p) _ 1 1
Di(p) Bl

1
P20 1
>7P T 1258 1
1275P T 1275
648 P
e portanto o polindGmio tem raizes com parte real negativa. E interessante notar que
os valores de oy, k=1,...,5 tém relacdo com os valores da primeira coluna da tabela
de Routh, isto é, 01 é o elemento da linha 1 dividido pelo da linha 2, 6> é o da linha 2
pela linha 3, e assim sucessivamente.
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Exemplo III

Note também que os demais valores da tabela aparecem nos coeficientes dos
polinémios obtidos como resto das divisGes.

Note que a segunda e a terceira linhas da Tabela 1 definem o polinémio de grau 4

oup® 4 B3p® + 0p® + Prp+ 0o

cuja tabela de Routh-Hurwitz reproduz a Tabela 1 (suprimida a primeira linha). Essa
recorréncia permite o enunciado da seguinte propriedade.
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Teste de Routh-Hurwitz (G. Meinsma, 1995)

Propriedade 7 (Teste de Routh-Hurwitz (G. Meinsma, 1995))
O polinémio
D(p) = i": Otkpk , >0, k=0,....m
k=0

é Hurwitz se e somente se o polinémio de grau m—1
Om
Rm-1(p) = D(P)_TPDm 1(p)

for Hurwitz. Por recorréncia, define-se um algoritmo para testar se um polinbmio é
Hurwitz.
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Exemplo

Exemplo 1.13

Considere novamente o polinémio D(p) = (p+1)* = p* +4p3 +6p> +4p+1, que é
Hurwitz. De fato,

1
D(p) = Zp(4p3+4p) +4p3 +5p% +4p+1
— —_—

Rs(p)

R3(p) = (5p +1) +5p? +(16/5)p +1
| A —

Ra(p)

Ra(p) = 22 p((16/5)p) + (16/5)p + 1
—_——

Ri(p)

e, como Ry(p) é Hurwitz, os polindmios R>(p), R3(p) e D(p) também o sdo. Observe
que os coeficientes que multiplicam p s3o os mesmos da expans3o de Stieltjes.

A tabela de Routh pode também informar o ndmero de raizes com parte real positiva.
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Propriedade

Propriedade 8

Se ndo ocorrer nenhum zero na primeira coluna da tabela de Routh, o nimero de
mudangas de sinal na primeira coluna € igual ao niimero de raizes do polinémio com
parte real positiva. A ocorréncia de um zero indica que o polinémio ndo é Hurwitz e a
tabela ndo pode ser completada. Nesses casos, duas técnicas podem ser utilizadas:
(1) trocar o zero por €, completar a tabela e estudar o sinal dos coeficientes quando
€— 0" ee— 0 (ndmero distinto de trocas de sinal para ¢ — 0" e € — 0~ indica
raiz com parte real nula);

(2) estudar o polinémio D(1/p)p™ (isto €, o polinémio definido pelos coeficientes
lidos na ordem inversa), que possui o mesmo nimero de raizes com parte real positiva
que D(p), pois se Ay, k=1,...,m sdo as raizes de D(p), tem-se

m

D(1/p)p I"jl/p A =T10-2p)

k=1

cujas raizes sdo 1/A,. Note que se para raizes complexas, por exemplo, A = ot + jf3,
tem-se 1/A = (a— jB)/(a® + B2) e portanto o sinal da parte real ndo se altera.
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Exemplo 1

Exemplo 1.14

Considere o polindmio

D(p) = p°+p*+2p>+2p*>+3p+15

A tabela de Routh é dada por

p° 2 3
p* 2 |15
p3 £ -12

p? (2e+12)/¢ 15

pt | —12—1562/(2e +12)

p° 15
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Exemplo II
Quando € — 07, os sinais da primeira coluna sio +, +, 4+, +, — e + e quando
€ — 07, os sinais da primeira coluna sdo +, +, —, —, — e +. Nos dois casos, ocorrem

duas trocas de sinal, indicando a existéncia de duas raizes com parte real positiva. De
fato, as raizes sdo (aproximadamente)

~1.70 , —0.68+,1.71 , 1.03+,1.24

O mesmo resultado pode ser obtido pela andlise de p™D(1/p), dado por

15p° +3p* +2p3 +2p° + p+1

cuja tabela de Routh é

pPPl15 | 2 |1

p* 3 1

p3 | -8 | -4

p?> | 05| 1

pl | 12

Pl
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Exemplo

Exemplo 1.15

Considere o polindmio
D(p) = p*+3p3+3p2+3p+2

A tabela de Routh é dada por

T (T [(TIT T

o | ™ Tw| s

Nfjm [ w| =
N

Neste caso, € — 0T n3o implica em mudanca de sinal e € — 0~ implica em duas
trocas, indicando a existéncia de raiz com parte real nula. De fato, as raizes sdo

_1a _27:|:J

v

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 31/62



Cap. 20 — Estabilidade
000000000000000000000000000e00000000000000000

Estabilidade do estado

A estabilidade do estado (ou estabilidade interna) é definida pelo comportamento das
trajetdrias do vetor de estados para entrada constante (em geral nula) e condi¢des
iniciais em torno do ponto de equilibrio (estabilidade local).

Considere o sistema auténomo

v="(v)

cujos pontos de equilibrio sdo dados por
f(v)=0

Um ponto de equilibrio pode ser estdvel (assintoticamente ou n3o) ou instével.
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Estabilidade de um ponto de equilibrio

Definicdo 2 (Estabilidade de um ponto de equilibrio)

O ponto de equilibrio v é estdvel se, para € > 0, existir o(€) > 0 tal que

Ilv(0)—v| < a(e), Vv(0) = |v(t)—V|[<e,Vt>0

Definicao 3 (Estabilidade assintdtica de um ponto de equilibrio)

O ponto de equilibrio v é assintoticamente estdvel se for estavel e, além disso, se
existir o« > 0 tal que

Ilv(0)—7V|| <o, Yv(0) = t“T v(t)=v

Note que, pela definicdo, existe sempre uma vizinhanca em torno do ponto de
equilibrio que é um dominio de atracdo, ou seja, um dominio no espaco de estados
para o qual toda trajetdria iniciada em seu interior permanece confinada e tende
assintoticamente para o ponto de equilibrio.
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Estabilidade assint6tica de sistema linear

Propriedade 9 (Estabilidade assintdtica de sistema linear)
O sistema linear auténomo
v=Av
€ assintoticamente estavel se e somente se a parte real de todos os autovalores de A
for negativa, pois a solucdo do sistema linear é dada por
v(t) = exp(At)v(0)
que é composta pelos modos préprios associados as raizes de A(A) =0. As raizes

A(A) =0 sdo os autovalores da matriz A.

Note que se nenhum autovalor é nulo, a origem é o tinico ponto de equilibrio do
sistema e, portanto, se a origem € assintoticamente estavel, entdo o sistema é
globalmente assintoticamente estavel.
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Relagao com BIBO estabilidade
Propriedade 10 (Relagdo com BIBO estabilidade)

Considere o sistema linear invariante no tempo SISO descrito por
v=Av+bx , y=cv+dx

Entao
e A funcdo de transferéncia é dada por

H(s)=c(sI—A) 'b+d

e Todo polo de H(s) é também autovalor de A e, portanto, a estabilidade assintdtica
implica em BIBO estabilidade.

e Nem sempre todos os autovalores de A sio polos de H(s), pois pode haver
cancelamentos de zeros e polos (ndo controlabilidade, ndo observabilidade ou ambos).
Portanto, a BIBO estabilidade ndo necessariamente implica em estabilidade assintdtica
do estado.

e Para sistemas controldveis e observaveis, a BIBO estabilidade implica em

estabilidade assintdtica, pois todos os autovalores de A sio polos do sistema.
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Propriedade

Propriedade 11

Considere o sistema v = f(v). O ponto de equilibrio v =0 € assintoticamente estdvel
se existir um dominio Q) contendo a origem e uma fungdo escalar y(v) diferencidvel
tal que

w(0)=0 , w(v)>0¥veQ—{0} e y'l(v):%y/(v)<0Vv€Q—{0}
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Exemplo

Exemplo 1.16

O sistema escalar

v=—v3

é assintoticamente estdvel em Q =R (portanto é globalmente assintoticamente

estavel), pois para y(v) = v2,

v(0)=0, w(v)>0Vv#0 e y(v)=2vi=-2v*<0VYv#0

De fato, para v(0) > 0, tem-se

dv

1, -2

e portanto

1
v(t) = \/H—TW v(0)
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Exemplo — Dominio de atracao |

Exemplo 1.17 (Dominio de atragdo)

Considere o sistema nao-linear dado por

Vi = w (1)
. 1
v = —V1+§Vf—V2 (2)
A fungdo de Lyapunov
3 1 1 1 1 1 1 1
‘I/(V):ZV12 12V1+ v1v2—|—2v2— (1 v)+ v1—|— viva + = v22
1, 1, [w]'[05 025][wn
_ZV1(1_§V1)+|:V2:| {0.25 0.5HV2 (3)
| S —
>0
tem derivada temporal
. 1 1 1
O R (R R
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Exemplo — Dominio de atragao II

Pode ser verificado que y(v) >0 e y(v) < 0 para todo v, # 0 e para v; # 0 tal que
— %vf > 0, ou seja, para v pertencente ao dominio

Q:{VE]R2 L —V3< v1<\/§}—{0}

Portanto, pela Propriedade 11 (Lyapunov), a origem é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel e existe um dominio de atragdo em torno de (0,0).

Note, no entanto, que £ ndo é um dominio de atragdo. Como ilustrado no plano de
fase da Figura 1, existem trajetdrias que, iniciadas dentro do dominio Q (e, portanto,
com V(v) < 0), acabam saindo. Fora do dominio €2, ndo ha garantias de que a
derivada da funcdo de Lyapunov serd negativa. Como conclusdo, 2 n3o é uma
estimativa do dominio de atragdo do ponto de equilibrio v =0.
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Exemplo — Dominio de atracao 111

Figura: Plano de fase para o sistema (1)-(2). Em trago mais grosso, uma
trajetéria iniciada no ponto v(0) =[1 2.7]" que sai do dominio Q e diverge.
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Exemplo — Dominio de atragao IV

O comportamento local do sistema pode ser estudado em torno dos pontos de
equilibrio (0,0), (—v/3,0) e (v/3,0), mostrados na Figura 1. O jacobiano do sistema é

dado por
[ o 1
avj] -1+vZ -1

resultando em representacoes linearizadas em torno dos pontos de equilibrio dadas por
3
(0,0) , v= {_01 _11} v, AMpo=-05 :I:j% , estavel

(—\/5,0) e (\/§,O) , v= [(2) _11} v, M =1, =-2 , instavel

Estimativas da regido de atracdo podem ser obtidas por meio de conjuntos
positivamente invariantes, como por exemplo

P2={veR" : y(v)<c}
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Exemplo — Dominio de atracao V

quando 2 é limitado e estd contido em Q (dominio para o qual a derivada da fun¢io
de Lyapunov é negativa). Uma trajetdria iniciada no instante ty em & permanece
dentro do conjunto para todo t >ty e, como 2 C £, y(v) < 0 garante a convergéncia
assintdtica para a origem.

Para a fun¢3o de Lyapunov (3), pode-se procurar pelo maior valor de ¢ tal que

y(v) < c dentro da regido Q, resultando em ¢~ 1.124. A Figura 2 mostra as regides
no plano (v1,v») para as quais y(v) = 1.124. Note que apenas a regido contida no
intervalo —v/3 < v; < v/3 pode ser usada como uma estimativa do dominio de atracdo
2 C Q. O verdadeiro dominio de atracdo pode ser obtido por simulacdes exaustivas
das equagdes diferenciais (1)-(2), resultando no conjunto de condi¢des iniciais
mostrado na Figura 3.
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Exemplo — Dominio de atracao VI

4

Figura: Regides no plano de fase do sistema (1)-(2) para as quais y(v) =1.124
com y(v) dada em (3). A estimativa da regido de atragdo estd no intervalo

—\/§<V1<\/§.
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Exemplo — Dominio de atracao VII

Figura: Dominio de atrag3o para o sistema (1)-(2), isto é, conjunto das
condi¢des iniciais que resultam em trajetérias estdveis.
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Exemplo — Dominio de atracao VIII

Observe que a Propriedade 11 depende da escolha da fun¢do y(v) e é apenas
suficiente para a estabilidade assintética. Frequentemente, busca-se para y(v) uma
forma quadratica dada por

w(v)=VvPv

sendo P € R™" uma matriz simétrica definida positiva, isto €, matriz com todos os
autovalores reais e positivos.

A derivada da fun¢do de Lyapunov é dada por

W(v) =V Pv+ v Py =f(v)Pvi+ Vv Pf(v)

e o teste de estabilidade consiste na anélise do sinal de yr(v), isto é, o sistema é
assintoticamente estavel se y(v) < 0,Vv # 0.
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Exemplo — Circuito RLC I

Exemplo 1.18 (Circuito RLC)

Considere o circuito mostrado na Figura 4 cujas equagdes sdo

V1=C\'/2+VT§ o x=Lvn+w
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Exemplo — Circuito RLC II

Vi

Figura: Circuito RLC.
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Exemplo — Circuito RLC III

Para condi¢des iniciais nulas, o sistema é linear e invariante no tempo. Os pontos de
equilibrio podem ser obtidos das equacgdes de estado impondo-se que as derivadas das
varidveis de estado s3o nulas. Para a entrada x = 0 (sistema auténomo), tem-se como
ponto de equilibrio vi =0, vp =0.

Observe que, para pardmetros R, L e C positivos, a energia armazenada no circuito
(magnética e elétrica) decresce assintoticamente.

1 1 . . .
Y= 5LV12+§CV22 = Y=L+ Cvovn

A fun¢do energia y(vi,v2) é uma fungdo de Lyapunov do sistema, pois é positiva para
(v1,v2) # (0,0). Além disso, substituindo as derivadas, obtém-se

2

= —% <0 para v #0 e v; qualquer

indicando que o sistema é assintoticamente estdvel (tende ao ponto de equilibrio
vi = vo =0). Observe que a derivada da energia é a poténcia dissipada no resistor.
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Exemplo — Circuito RLC IV

Definindo y = v» e usando o operador derivada no tempo p = —, tem-se a relagdo

) dt
entrada-saida

(e e e

que é BIBO estével.
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Exemplo — Péndulo
Exemplo 1.19 (Péndulo)

Considere um péndulo composto por uma haste rigida sem peso, de comprimento ¢,
oscilando em um plano vertical, sujeito ao atrito de friccdo no engate e sustentando
na extremidade livre uma massa m. Denotando por y o dngulo com a vertical (em
repouso, y = 0), tem-se a equagio

mly = —mgsen(y) — mby

sendo g a aceleracdo da gravidade e b o coeficiente de atrito. A forca longitudinal na
barra é dada por mgcos(y).

Definindo-se as varidveis de estado v; =y, v» =y, conclui-se que trata-se de um
sistema n3o-linear estdvel em relagdo ao ponto de equilibrio (73 =0, ¥» = 0), pois a
energia (potencial mais cinética), dada por

y(v)=mg(f—~Lcos(vy))+ %m(évz)2

possui derivada negativa para todo v # 0, dada por

W = —mblv3

v
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Exemplo — Massa-mola com amortecedor

Exemplo 1.20 (Massa-mola com amortecedor)

Considere novamente o sistema do Exemplo ??, com uma massa m sustentada por
uma mola de constante k e um amortecedor de constante b, descrito pela equagao
diferencial

my = —ky — by

sendo y o deslocamento vertical em relagdo ao ponto de equilibrio.
Trata-se de um sistema linear estavel em relagdo ao ponto de equilibrio (y =0, y =0),
pois a energia (potencial mais cinética), dada por

. 1 1 .
Y(y.9) = Sky*+5my
possui derivada negativa para todo y e y # 0, dada por

§ = by’
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Desigualdade de Lyapunov I

Propriedade 12 (Desigualdade de Lyapunov)
O sistema linear auténomo

v=Av

€ assintoticamente estdvel se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

AP+PA<O definida negativa
8

Prova: a suficiéncia é conseqiiéncia da escolha da fungcdo de Lyapunov
y(v)=vPv = y(v)=VPv+vPv=V(AP+PAyV
e, portanto,

y(v)>0 e Y(v)<0,v#0 = P>0, AP+PA<O

Note que AP+ PA é uma matriz simétrica.
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Desigualdade de Lyapunov II

A determinacdo de uma matriz simétrica definida positiva P que satisfaz a
desigualdade acima pode ser feita pela solu¢do da equacdo de Lyapunov

AP+PA=-Q

com Q = Q' > 0 arbitraria, por exemplo, igual 3 matriz identidade.

Teorema 1 (Lyapunov)
Para qualquer matriz Q = Q' > 0, a solucdo da equacio de Lyapunov

AP+PA=-Q

€ Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A
tiverem parte real negativa.

v

Prova:
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Desigualdade de Lyapunov III
Primeiramente, mostra-se que se A possui autovalores com parte real negativa, entdo

a solucdo é lnica, simétrica e definida positiva.

e Como A e A’ possuem os mesmos autovalores e todos t&ém parte real negativa, n3o
existem dois deles tais que a soma seja nula. Portanto, a solu¢do P é dnica (utiliza-se
uma propriedade da equacdo de Sylvester).

e A solugdo pode ser expressa como

P:/0 exp(A't) Qexp(At)dt

Substituindo na equagio, tem-se

AP+ PA= /0 - (A’ exp(A't) Qexp(At) + exp(A't) Qexp(At)A) dt =
—+oo
--Q

o g
= /0 7 (exp(A’t)Qexp(At)) dt = exp(A't) Q exp(At)
t=0

pois, como A tem autovalores com parte real negativa, lim¢_, . exp(At) = 0.
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Desigualdade de Lyapunov IV

e Como @ é simétrica, P também o é.

e Como @ é definida positiva, existe R n3o singular tal que Q = R'R. Entdo, P é
definida positiva, pois

oo oo
v/ Pv = / v exp(A't)R' Rexp(At)v dt = / |Rexp(At)v||?dt >0, Yv#0
0 0

Para completar a demonstrac3o, prova-se que se P = P’ >0, entdo A possui todos os
autovalores com parte real negativa.
Pré multiplicando a equag3o de Lyapunov por (v*)’ e pés multiplicando por v, com v
autovetor de A associado ao autovalor A, tem-se

(VY A'Pv+ (v*) PAv = (A* + 1) (v*) Pv = 2Re(1) (v*) Pv = —(v*)' Qv
Como (v*)'Pv e (v*)' Qv s3o reais positivos, tem-se Re(1) < 0.

A propriedade a seguir fornece procedimentos para determinar se uma matriz é
definida positiva.
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Matriz definida positiva

Propriedade 13 (Matriz definida positiva)

Uma matriz simétrica P € R"™" € definida positiva se e somente se qualquer uma das
condicées for verificada.

@ V/Pv>0,VveR" v£0;
@ Todos os autovalores sdo positivos;
@ Todos os menores principais lideres sdo positivos;

@ Existe R € R™" n3o singular tal que P = R'R.

Note que uma condicdo necessdria para que uma matriz seja definida positiva é que
todos os elementos da diagonal sejam positivos.

Uma matriz simétrica Q € R"*" €& definida negativa se —Q for definida positiva.
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Exemplo
Exemplo 1.21

Considere o sistema

Pela solu¢do da equagdo de Lyapunov
AP+ PA=—I
tem-se
[ N S (]| P B et
-2 3| |p2 P3 p2 p3| -2 -3 0 -1
—4p2 p1—3p2—2p3| _ (-1 O N P_} 5 1
pr—3p2—2p3  2p2—6p3 | [0 -1 T4l 1

Os menores principais lideres de P sdo 1.25 e 0.25, e portanto a matriz P é definida
positiva, indicando que o sistema é assintoticamente estavel.
v
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Exemplo

Exemplo 1.22

Considere o sistema

v= 30 %
~ |10 3
AP+PA=—61 = P:{l ”2]
pp -1
Os menores principais lideres sdo 1 e —1—p§, indicando que o sistema n3o é
assintoticamente estdvel. )
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Estabilidade de sistema linear

Propriedade 14 (Estabilidade de sistema linear)

O sistema linear auténomo

v=Av
€ estdvel se e somente se a parte real de todos os autovalores de A for negativa ou
nula, e os blocos de Jordan associados aos autovalores com parte real nula forem de
ordem igual a um. Note que, nesse caso, a trajetdria v(t) é sempre limitada, qualquer
que seja a condico inicial v(0). Alguns livros utilizam os termos “estabilidade no
sentido de Lyapunov” ou “sistema marginalmente estavel”.

Caso contrdrio, isto €, se houver algum autovalor com parte real positiva ou blocos de
Jordan de ordem maior que um associados aos autovalores de parte real nula, o
sistema € instavel. J
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Exemplo

Exemplo 1.23

Considere o sistema (oscilador senoidal ideal)

. . . 0 1
yty=0 , =y, w=y = v=|_, 4|V

cuja forma de Jordan ¢ diagonal (autovalores distintos), AQ = QA, dada por

A= ©
0 —J
O sistema é estdvel, pois os blocos de Jordan associados aos autovalores de parte real

nula tém tamanho um. De fato, a solu¢do é dada por

cos(t) sen(t)

A= {—sen(t) cos(t)} v(0)

Note que o sistema n3o é assintoticamente estdvel.
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Exemplo

Exemplo 1.24

O sistema

V= 0 0 v
|0 -1
é estdvel (mas n3o assintoticamente), pois possui um autovalor igual a —1 e outro
igual a 0 (portanto, associado a um bloco de Jordan de tamanho um). De fato, a

solugdo é

vi(t)=vi(0) , wa(t) =exp(—t)v2(0)
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Exemplo

Exemplo 1.25

O sistema

V= 0 1 v
10 0
¢ instavel, pois possui um bloco de Jordan de ordem dois associado ao autovalor 0.
De fato, a solugdo é

vi(t) =vi(0)+tv2(0) , wva(t) =v2(0)
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