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Cap. 15 — Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Coeficientes a Determinar
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Resolucao de Equacoes Diferenciais por Coeficientes a Determinar

Equac¢des diferenciais lineares com coeficientes constantes podem ser resolvidas pelo
método dos coeficientes a determinar.
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Solucao da equacao homogénea

Considere a equacdo diferencial homogénea

i k d  d*
k=0 dt dtk

com o, =1 e condi¢des iniciais conhecidas, que descreve um sistema linear auténomo.
Observe que a equagdo é uma restricdo linear (combinag3o linear das fungdes y(t),

y(t), ..., yI™(t)) e portanto a solucio y(t) deve necessariamente estar em um
espaco de dimens3o m.
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Independéncia Linear

Definicao 1 (Independéncia Linear)

Um conjunto de sinais {yx(t),k =1,...,m} € linearmente independente se e somente
se

m
ch}/k(t):o ,Vt = ¢ =0, k=1,....m
k=1

Exemplo 1.1 (Linearmente independentes)

Os sinais y1(t) =1, y2(t) = t e y3(t) = t2 sdo linearmente independentes.

ayi(t)+cayo(t) +c3y3(t) =0, Vt = ca=c=c=0, pois

100
det[1 1 1| =2+£0
1 2 4
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Base

Definicao 2 (Base)
A combinacio linear de um conjunto de m sinais y(t), isto §,
m
y(t) =Y cy(t)
k=1
com escalares ¢, € C gera um espaco linear, cuja dimensio é dada pelo nimero r < m

de sinais linearmente independentes. Qualquer conjunto de r sinais que gere o mesmo
espaco € uma base para esse espago.

Propriedade 1 (Independéncia linear)

Os sinais y1(t) = exp(A1t) e yo(t) = exp(Aat) sdo linearmente independentes se e
somente se A1 # Ap.

Note que aj exp(A1t) + apexp(A2t) =0, Vt, implica

= ai=a=0

ai+ax=0
arexp(A1) + azexp(A2) =0
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Derivada de auto-funcao

Propriedade 2 (Derivada de auto-fungdo)

As funcdes y1(t) = exp(At) e ya(t) = pKexp(At) sdo linearmente dependentes, pois

y2(t) = A* exp(At)

Propriedade 3 (Modo préprio)

y(t) = exp(At) € solucio da equacio (1) se A € raiz de D(1) =0 (equacio
caracteristica), pois

D(p)exp(At) = D(A)exp(At) =0
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Exemplo — Raiz simples
Exemplo 1.2 (Raiz simples)

Considere o circuito RC auténomo, com condi¢do inicial (tensdo no capacitor) y(0) e
RC=r1.

(tp+1)y=0 , y(0)
cuja equac3o caracteristica é

TA+1=0 = l:—%

A solug3o é dada por
y(t) = aexp(At)
sendo a o coeficiente a determinar. Usando a condig3o inicial, tem-se

y(t) = y(0)exp(2t)
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Modos préprios

Propriedade 4 (Modos préprios)

Se as m raizes Ay de D(A) =0 forem distintas, entdo

y(6)= 3 acep(tit)

k=1
é soluc3o da equacido (1) pois Ay satisfaz D(Ax) =0, k=1,...,m e os modos préprios
exp(Axt), k =1,...,m s3o linearmente independentes.
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Exemplo

Exemplo 1.3 (Duas raizes reais distintas)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial

p(p+1/7)y =0, y(0)=0, y(0)=1/7

cuja equac3o caracteristica é

l(l+1/r):0 = Mh=0,0=-1/t

A solug3o é dada por

y(t) = a1+ apexp(—t/7)

Das condigdes iniciais, tem-se

31:1 ) 32:—1
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Exemplo — Duas raizes complexas conjugadas

Exemplo 1.4 (Duas raizes complexas conjugadas)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial
(P°+2V3p+4)y =0 , y(0)=1, y(0)=0
cuja raizes da equagdo caracteristica sdo
M=-V3+j, o=-V3—j
A solucdo é dada por

y(t) = a1 exp(A1t) + a2 exp(Axt)
Das condigdes iniciais, tem-se
1 .3 1 .3

=R e esg g

De maneira equivalente, a combinac¢3o linear de modos préprios complexos conjugados
pode ser escrita como

y(t) = aexp(—V/3t)cos(t+60) , 6=-m/3,a=2
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Exemplo — Trés raizes distintas
Exemplo 1.5 (Trés raizes distintas)
Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial

(PP+1)(p+1)y=0 , y(0)=yo . y(0)=1—yo, 7(0)=yo—1
A’lz_l ) 2'2:.1.72'3:_.1.

A solug3o é dada por
y(t) = a1 exp(—t) + ap exp(jt) + az exp(—jt)
Das condigdes iniciais, tem-se
a=y-1/2 , a=(1-j)/4 , a=(1+j)/4
Portanto,

(£) = (0= 1/2)exp(—) + 5 (explit) + exp(—t)) + o (explit) —exp( )

=(yo—1/2)exp(—t)+ % cos(t) + %sen(t)
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Operador p do produto

Propriedade 5 (Operador p do produto)

L d
Para n> 0 inteiro, com p = pri pOf(t) = f(t), tem-se

n

P (re®) = ¥, (§ ) priem et

k=0
pois

p(f(t)g(t)) = f(t)pa(t) +&(t)pf(t)

p*(f(t)g(t)) = g(t)p*f(t)+ f(t)p°g(t) +2pf (t)pg(t) , -
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Operador p do produto texp(At)

Propriedade 6 (Operador p do produto texp(At))

D(p)(texp(At)) = tD(A)exp(At)+exp(At) % D(1)

pois

m k
D(p)(texp(At)) =exp(At) Y ax ¥ A% ( k ) p't=

k=0 r=0 i

=exp(At) ( Z oy Ak + Z oy kAR~ 1) = exp(At) (tD(l)—l— D(l))
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Raiz dupla

Propriedade 7 (Raiz dupla)

Se A € raiz dupla da equag3o caracteristica D(A) =0, ent3o exp(At) e texp(At) sdo
modos préprios da equacdo (1), ou seja,

Pl el =oeia) (tD(?L) 4 %D(/’L)) —0

pois D(A)=0e dipD(p)’ = 0 quando A € raiz dupla de D(A).
p=

Propriedade 8 (Raiz miiltipla)

Se A € raiz de multiplicidade r de D(1), entdo exp(At), texp(At), ..., ' Texp(At)
sdo modos prdprios da equacdo (1).
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Solucao da equacao homogénea

Propriedade 9 (Solugdo da equagdo homogénea)

A solugdo da equacio (1) é dada pela combinac3o linear dos seus m modos prdprios.

v

Exemplo 1.6 (Duas raizes iguais)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial

(p+1)’y =0, y(0)=0, y(0)=1

M=Ah=-1

A solucdo é dada por
y(t) = arexp(—t) + axtexp(—t)

Das condigdes iniciais, tem-se

3120 ) 3221
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Exemplo 1.7 (Massa-mola com amortecedor)

Considere um modelo simplificado do sistema mola-amortecedor de um carro, com
uma massa m sustentada por uma mola de constante k e um amortecedor de
constante b, descrito pela equagdo diferencial

) . b
my=—ky—by = (p*+20p+B)y=0, a=— p>=—

sendo y o deslocamento vertical em relagdo ao ponto de equilibrio. As raizes da
equagao caracteristica sao

7L1=—a+\/rﬁ? , M:—a—\/m

e portanto sempre tém parte real negativa. Para que n3o ocorram oscilagdes, o
sistema deve ter raizes reais, isto é

a’>>p% = b>2Vkm

A situacio a? = [32 é conhecida como amortecimento critico. Nesse caso, a solugao é
dada por

y(t) = arexp(—at) +artexp(—at) , a1=y(0), a = y(0)+ay(0)
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Exemplo — Duas raizes iguais e uma distinta

Exemplo 1.8 (Duas raizes iguais e uma distinta)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial
P(p+1/7)y=0 , y(0)=0, y(0)=0, y(0)=1/7
M=2=0, A3=-1/7
A solugcdo é dada por
y(t) = a1+ axt+azexp(—t/7)

Das condigdes iniciais, tem-se

aa=—-1T , a=1 , a3=7
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Solucao da equacao nao homogeénea
Considere a equagdo diferencial ndo homogénea

D(p)y(t) = N(p)x(t) (2)
com ¢y, =1 e condigdes iniciais conhecidas, que descreve um sistema linear n3o
auténomo.

A equagdo (2) pode ser resolvida pelo método dos coeficientes a determinar sempre
que x(t) for solugdo de uma equacio diferencial homogénea dada por

D(p)x(t) =0

O polindmio D(p) define os modos do espaco que contém x(t). Portanto,
multiplicando a equagdo (2) dos dois lados por D(p), tem-se a equagdo homogénea

D(p)D(p)y(t) = N(p)D(p)x(t) =0
que contém os modos préprios de D(p) e os modos forcados de D(p).
As condices iniciais que permitem a soluc3o desse sistema aumentado s3o as originais
acrescidas de tantas quanto for o grau de D(p), obtidas por substitui¢do sistemdtica

na equagdo (2).
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Exemplo — Primeira ordem com entrada constante

Exemplo 1.9 (Primeira ordem com entrada constante)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial
(p+1/7)y=1/t , y(0)=0

Neste caso, D(p) = p, pois a entrada x(t) = (1/7)exp(0t) estd no espaco de
dimensdo um descrito pelo modo préprio associado a raiz 0, resultando na equagao
homogénea (resolvida no Exemplo 1.3)

p(p+1/7)y=0 , y(0)=0, y(0)=1/7
A condigdo y(0) foi obtida da equag&o original.
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Exemplo — Primeira ordem com entrada senoidal

Exemplo 1.10 (Primeira ordem com entrada senoidal)

Considere o sistema descrito pela equacgio diferencial
(p+1)y=cos(t) , y(0)=yo
Neste caso, D(p) = p?+1, pois a entrada x(t) = cos(t) estd no espaco de dimensio

dois descrito pelos modos préprios associados as raizes j e —j, resultando na equagao
homogénea (resolvida no Exemplo 1.5)

(PP+1)(p+1)y=0 , y(0)=yo, y(0)=1—yp, y(0)=yo—1
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Exemplo — Primeira ordem com entrada exponencial: ressonancia

Exemplo 1.11 (Primeira ordem com entrada exponencial:
ressonancia)

Considere o sistema descrito pela equacio diferencial
(p+1)y =exp(—t) , y(0)=0

Neste caso, D(p) = p+1, pois a entrada x(t) = exp(—t) estd no espaco de dimensio
1 descrito pelos modo préprio associado a raiz —1, resultando na equagao homogénea
(resolvida no Exemplo 1.6)

(p+1)’y =0, y(0)=0, y(0)=1

Observe que a coincidéncia do modo préprio da funcio excitadora com o modo
préprio do sistema produz uma solugdo equivalente a obtida para duas raizes iguais.

v
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Exemplo

Exemplo 1.12

Considere a equacgdo diferencial
(P*+3p+2)y = (p+4)x , ¥(0)=2, y(0)=1
Com a entrada x(t) = exp(—3t), tem-se
D(p)=(p+3) = (p+1)(p+2)(p+3)y=(p+4)(p+3)x=0
com a condi¢3o inicial
¥(0) = —=3y(0) —2y(0) +x(0) +4x(0) = -6
A solug3o é dada por

y(t) =5.5exp(—t) — 4exp(—2t) + 0.5exp(—3t)

Note que o polinémio N(p) = p+4 sé interfere na condic3o inicial j(0).
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Solucao forcada

Propriedade 10 (Solugdo for¢ada)

O método dos coeficientes a determinar pode ser aplicado diretamente & equacdo
diferencial ndo homogénea (2). Para isso, identificam-se as parcelas homogénea e
forcada (devido a entrada) da soluco.

y(t) =yn(t)+ye(t) = D(p)(ya(t)+yr(t)) = N(p)x(t)

D(p)ys(t) = N(p)x(t) 3)
pois D(p)yp(t) =0. As parcelas homogénea e forcada sdo dadas por
m m
ya(t) =Y afi(t) , yr(t)=Y brak(t)
k=1 k=1

sendo fi(t) os m modos prdprios associados a D(1) =0 e gk os M modos forcados
associados a D(y) =0, considerando-se as possiveis multiplicidades com as raizes A.

Os coeficientes by sdo obtidos da equacido (3) e, em seguida, os coeficientes ay sdo
obtidos a partir das condi¢8es iniciais aplicadas na solug3o y(t).
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Exemplo — Solucao forcada a entrada senoidal

Exemplo 1.13 (Solu¢do forcada a entrada senoidal)

Considere o sistema descrito pela equagio diferencial

(p+1)y =10cos(2t) , y(0)=0

A raiz de D(1)=0é —1 e as raizes de D(y) =0 sdo
n=2 . np=-2
e portanto n3o ha coincidéncia de raizes entre D(1) =0 e D(y) =0. Assim,
y¢(t) = brexp(nt)+ bexp(12t)
Substituindo na equacio, tem-se
Tibiexp(nit) + r2boexp(yat) + brexp(rit) + brexp(12t) = Sexp(nit) +5exp(12t)

resultando em

5 5
by = —1-j2 | bp=—> —14)2
L+ J 2T Ll J
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Exemplo — Solucao forcada a entrada senoidal

Assim,
y(t) = aexp(—t)+ (1 —j2)exp(j2t) + (1 +j2) exp(—j2t)
Das condicdes iniciais, obtém-se a = —2.

Note que os modos forcados podem ser escritos em termos trigonométricos, ou seja,

yf(t) = bccos(2t) + bssen(2t)

Derivando e substituindo na equag3o, obtém-se

ou, ainda,

1
t) =10
ye(t) ‘1_'_]2

1
cos (2t+4m) ~ 4.47cos(2t —1.11)
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Exemplo — Solucao forcada a entrada exponencial

Exemplo 1.14 (Solugdo forcada a entrada exponencial)

Considere o sistema dado por

(p+1)y =10exp(—t) , y(0)=1

Portanto, a parte forcada é dada por

ye(t) = btexp(—t) = b=10

A solugdo é

y(t) = aexp(—t)+10texp(—t) = a=1
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Exemplo — Solucao forcada a entrada polinomial

Exemplo 1.15 (Solugdo forcada a entrada polinomial)

Considere o sistema descrito pela equagdo

(P +2V3p+4)y =8t , y(0)=1, y(0)=0

M=-V3+j, =—V3—j,n=0, p=0
Portanto,

ye(t)=bi+ bt = b =—/3,b=2

y(t) = exp(—V/3t) (al cos(t)—l—agsen(t)) V342t > aj=ap=1+V3
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Resposta ao impulso
Propriedade 11 (Resposta ao impulso)

D(p)y(t) = N(p)x(t) , x(t)=08(t) (condicbes iniciais nulas)

A priori, o método dos coeficientes a determinar ndo poderia ser utilizado para
determinar y(t) pois ndo existe equacdo diferencial linear com coeficientes constantes
que produza como solucdo a fungdo 6(t).

Entretanto, a resposta ao impulso pode ser calculada pelo método dos coeficientes a
determinar da seguinte forma. Primeiramente, resolva

D(p)f(t)=1, (condicdes iniciais nulas)

A resposta ao degrau é dada por N(p)(f(t)u(t)), usando o operador p aplicado ao
produto (Propriedade 5).

Por linearidade, a resposta ao impulso é dada pela derivada da resposta ao degrau,
isto €,

() = pN(p) (F(£)u(1))
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Exemplo — Resposta ao impulso I

Exemplo 1.16 (Resposta ao impulso)

Considere

(p+2)(p—3)y(t) = px(t) , x(t)=408(t), (condi¢des iniciais nulas)

(p+2)(p—3)f(t)=1 = £(t)=b+ayexp(—2t)+ apexp(3t)

b:% , f(0)=f0)=0 = a=--,a=_—

A resposta ao degrau é dada por

yu(t) = p(F(t)u(t) = (pf(£))u(t) + £(t) (pu(t)) = (pf(t))u(t) +F(0)8(t) = F(t)u(t)

= yu(t) = (—2arexp(—2t)+3azexp(3t))u(t) = % (exp(3t) —exp(—2t)) u(t)
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Exemplo — Resposta ao impulso II

e a resposta ao impulso é dada por h(t) = pyy(t)

h(t) = p(f(t)u(t)) = F(t)u(t)+F(0)8(t) = F(t)u(t) = %(3exp(3t)+2exp(—2t)) u(t)

Note que as respostas ao degrau e ao impulso poderiam ser obtidas por transformada
de Laplace. A resposta ao impulso é a transformada inversa de H(s), ou seja
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Exemplo 1.17
a) Determine a resposta ao degrau do sistema

(p+1)%y =x

Solugdo: fazendo x =1 e y(0) = y(0) =0, tem-se
yu(t) = b+arexp(—t)+astexp(—t) = b=1

{0:b+al = a=-1,a=-1

0=—-a;+ao
Portanto, a resposta ao degrau é dada por

yu(t) = (1 —exp(—t) — texp(—t))u(t)

b) Determine a resposta do sistema para x(t) =1 e as condi¢es iniciais y(0) =0,
y(1)=0
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(p+17y=1

Solugdo: denotando y(0) = a, tem-se

y(t) = b+ ajexp(—t)+astexp(—t) = b=1

agi=-1,a=a-1

0=b+a;
a=—a+az

Portanto,

y(t) =1—exp(—t)+(a—1)texp(—t)

Com a condi¢go de contorno y(1) =0, tem-se

a=2—exp(l)

A Figura 1 mostra a evolugdo temporal das duas solugdes. Observe que, no caso b), a
imposicdo de y(1) =0 alterou de maneira significativa a derivada no instante t = 0.
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Figura: Respostas temporais do Exemplo 1.17.
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