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Resolucao de Equacoes Diferenciais por Transformada de Laplace I
Equacdes diferenciais lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas, para
t > 0, pela transformada de Laplace. De fato, pela chamada transformada unilateral
de Laplace.

Exemplo 1.1 (Primeira ordem)

Considere a equacgdo diferencial

y+y=0, y(0)=1

Portanto

— =-—dt = y(t)=y(0)exp(—t) =exp(-t)

Note que a transformada de Laplace de y(t) n3o é finita para nenhum s e, portanto, a
transformada de Laplace n3o seria um instrumento util para a resolucdo de equagdes
diferenciais, mesmo as muito simples.
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Resolucao de Equacoes Diferenciais por Transformada de Laplace 11

Essa dificuldade pode ser superada considerando-se que apenas os valores de y(t)
para t > 0 s3o de interesse, uma vez que a condi¢3o inicial é conhecida.

A fungdo

y(t) = exp(—t)u(t)
tem transformada de Laplace e coincide com a solugdo para t > 0.
Considere a classe de sinais a direita do zero, isto é, x(t) tais que x(t) =0, t <0,
podendo ou n3o apresentar descontinuidade em t =0. Por exemplo, os sinais §(t),

u(t) e exp(—t)u(t) pertencem a esta classe de sinais.

Em sinais continuos, x(07) = x(0) = x(0") e em sinais descontinuos,

x(07) = x(0) # x(0T).

Por simplicidade, o limite a esquerda x(0~) sera denotado x(0), e o limite a direita
por x(0T).
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Exemplo — Descontinuidade finita

Exemplo 1.2 (Descontinuidade finita)

x1(t) =exp(—t)u(t) , x(0)=0
Em t =0, xi(t) tem descontinuidade finita, pois x;(0") = 1.

A fungdo

(0= [ xa(B)dp = (1-ew(-0)u(t)

€ continua e pertence a classe de fungdes a direita.

y1(t) = exp(—t)u(t)+ (1 —exp(—t))8(t) = exp(—t)u(t) = x1(t)
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Exemplo — Descontinuidade infinita

Exemplo 1.3 (Descontinuidade infinita)

xo(t) = exp(—t)u(t)+36(t) , x2(0)=0

Em t =0, x2(t) tem descontinuidade infinita.
A fungdo

r2(0)= [ (B)dp = (4 ew(-1)u()

n3o é continua, pois y2(0) = 0 e y»(0") = 3 (descontinuidade finita). Também
pertence a classe de fungdes a direita.

y2(t) = exp(—t)u(t) + (4 —exp(—t))8(t) = exp(—t)u(t) +35(t) = xo(t)
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Transformada unilateral de Laplace I

Definicao 1 (Transformada unilateral de Laplace)
Para a classe de fungbes a direita do zero, a transformada de Laplace é dada por
oo +oo
L{x(t)} = / x(t) exp(—st)dt = / x(£) exp(—st)dt
—oo 0

e é denominada transformada unilateral de Laplace.

Note que

Luni{8(t)} = Lpi{6(t)t =1
para as transformadas bilateral e unilateral, pois a integral que define a transformada
unilateral de Laplace inicia-se em 0 =0".

Note ainda que
1
Luni{l} = Lpi{u(t)} = 5 Re(s) >0
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Transformada unilateral de Laplace II

No caso da transformada Z, n3o foi necessédria a definicio de transformada unilateral,
pois ndo ha ambigiiidade no cilculo da transformada da fung¢do impulso, ou seja,

S[n]u[n] = 6[n]

No caso continuo, a fun¢do &(t)u(t) ndo estd definida (descontinuidade de u(t) em
t=0).

O simbolo . é usado indistintamente para as transformadas unilateral e bilateral de
Laplace.
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Transformada de Laplace da derivada

Propriedade 1 (Transformada de Laplace da derivada) J

LIx(t)} = sLIx(t)} —x(0) , seQy

Prova:

oo
LIx(t)} = / o exp(—st)dt = / exp(—st)dx
0
Integrando por partes:

2] %} — x(t) exp(—st)‘;m - /0+°°x(t)(—s) exp(—st)dt

Como Z{x(t)} é finita para s € €, tem-se tI|_r>n x(t)exp(—st) =0

—+oo
ZL{x(t)} = 5/0 x(t)exp(—st)dt —x(0) = sX(s) — x(0)

X(s)
O dominio de .Z{x(t)} é no minimo igual a Q.
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Transformada de Laplace das derivadas
Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)
LIx(1)} = s22{x(£)} — sx(0) — %(0)

pois

L{x()} = Z{y(t)} = sL{y(t)} —y(0) = sL{x(t) } - x(0)
= 522 {x(t)} — sx(0) — x(0)

Genericamente:

my m—1
x{x("ﬂ(t) 4 dtn(f)} =s"L{x(t)} - kz_:o )
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Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.4 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Considere a equacgdo diferencial
y+ay=0 , y(0)

Aplicando Laplace, tem-se

sY(s)—y(0)+aY(s)=0 = Y(s):%

cuja transformada inversa é
y(t) = y(0)exp(—at)u(t)

Note que esse exemplo modela um circuito RC auténomo, sendo y(t) a tensio no
capacitor e a=1/(RC).
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC I

Exemplo 1.5 (Resposta ao impulso do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com = RC, cuja equagao diferencial é
dada por

RCy+y=x

| E—

R

X0 (*) ¢ v

Figura: Circuito RC.
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC 11
A resposta ao impulso pressupde condi¢des iniciais nulas. Para x(t) = d(t), tem-se

X(s) =1 e, nesse caso, a saida Y(s) é igual a H(s) (fung3o de transferéncia do
circuito).

A funcdo de transferéncia e a resposta ao impulso sdo dados por

HE = T = HO = et/

Note que, neste caso, a resposta ao impulso corresponde a solug¢do do circuito
auténomo com a condigdo inicial y(0) =1/7.

A fungdo de transferéncia da tensdo medida no resistor e a correspondente resposta ao
impulso sdo dadas por

s 4 1/t
s+1/t 7 s+1/t

Hr(s) = = hr(t)=8(t) ~ - exp(~t/7)ult)
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC 111

Observe que a resposta ao impulso pode conter impulsos, associados ao fato do grau
do denominador ser igual ao grau do numerador na fungdo de transferéncia.

A transformada de Laplace também pode ser utilizada para fornecer valores iniciais e

finais das solu¢cdes de equagdes diferenciais, por meio das propriedades do valor inicial
e do valor final.
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Valor inicial I
Propriedade 3 (Valor inicial)
Para X(s) tal que Qx = {s € C: Re(s) > a} com a real, e x(0%) —x(0) finito:
x(01) = tinou x(t) = SETMSX(S)

Obs.: s — +oo deve ser entendido como s = 6+ j®, com ® qualquer e G — +oo.

pois

X(s)—x(O):ﬁ{%} :/()er%exp( —st)dt

0" x
= —exp( st)dt+/ exp( st)dt
0
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Valor inicial 11

X(s)=x(0) = [ d t 4 / o exp(—st)d = x(07) ~ x(0) + / o exp(—st)dt

Para s — 40, a integral / — exp( st)dt vai a zero devido a existéncia da

transformada da derivada. Portanto,

lim sX(s)—x(0) =x(0")—x(0) = I|m sX(s)_ lim x(t)

s—too t—0t
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Valor final

Propriedade 4 (Valor final)

Considere x(t) tal que lim;_, 1. x(t) existe (ou seja, € finito), o que implica que X(s)
possui no maximo um polo em s =0 e todos os demais com parte real negativa. Entio

li t) = lim sX
L0 = X

pois

dx +eo dx
sX(s) —x(0) :ﬁ{ﬁ} :/0 Eexp(—st)dt
o dx

- lm)sX(s)—x(O):/() Zde= lim x(t)x(0)
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Transformada inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace é uma integral complexa que pode ser calculada
usando-se técnicas de residuo. Entretanto, no caso de fun¢des X(s) racionais, o
computo pode ser feito por decomposicdo em fragdes parciais.

Exemplo 1.6 (Resposta ao degrau do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com 7= RC e fun¢3o de transferéncia
dada por

1/t
H(s) = s+1/t
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 1
Para a entrada x(t) = u(t),

1 1/t
Y(s)=H(s)- = ———
(s) (s) s s(s+1/7)
Expandindo em fra¢Ges parciais, tem-se
1/t 1 1

YO=erm T s

resultando na resposta ao degrau dada por
y(£) = (1 exp(—t/7)) u)

Observe que y(t) atinge aproximadamente 63% do valor final decorrido t =7 e 95%
para t = 37, sendo T denominado constante de tempo do sistema.
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 11
Para t € [0,7] tem-se

t
t)~ —
y(t)~ -

e essa aproximacgdo é usada experimentalmente para a medida da constante de tempo
de sistemas de primeira ordem.

A solug¢do de regime é dada por

Jm (6 =1

pois o ganho DC é unitario. Note que, pelo teorema do valor final (Propriedade 4),
tem-se

Jim_y(t) = lim s¥(s) = H(0) =1
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 111

A resposta ao degrau para a fungdo de transferéncia da tensdo medida no resistor é
dada por

Ya(s) = ﬁ = yr(t) = exp(~t/T)u(t)
e, em regime, yg(t) — 0.

Resumindo, tem-se

1/t [ 0 inicial s-— oo
Y(S)_s—i—l/t_{l final s—0

SYr(s) = s [ 1 inicial s-— 4o
RO=s¥1/r 1 0 final s—0
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Exemplo 1.7 (Circuito RC excitado por exponencial)

Considere o circuito RC da Figura 1 com 7 = RC, excitado pela entrada
x(t) = exp(—t)u(t) e condi¢do inicial nula.

Para 7 # 1, tem-se

Y(s)= (si/f/f) <s.|1_1) - s+al/r+s—t;1

e, portanto,
1

-1

(exp(—t/7) —exp(~) ) u(t)

y(t)=

Para 7 =1, tem-se

o= (1) (sh1) ~ o = YO=tee-0u)

que poderia também ser obtido por I'Hépital

exp(— -
ST 1) = tep( - u(t)

y(0)=limy
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Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instavel

Exemplo 1.8 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

A transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema descrito pela equagdo

diferencial
y=y=2y=-3x, (p+1)(p—2)y=-3x
é dada por
-3 1 1
H = = —
(s) (s+1)(s—=2) s+1 s-2
Portanto,

h(t) = (exp(—t) —exp(2t)) u(t)

Note que lims_,gsH(s) = 0 n3o corresponde ao valor h(+e) pois uma das raizes da
equagdo caracteristica é positiva (sistema instdvel). No entanto, o valor inicial h(0T)
pode ser calculado por lims_, 4. sH(s) =0.
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Exemplo — Resposta a rampado circuito RC 1

Exemplo 1.9 (Resposta a rampa do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com 7= RC e fun¢3o de transferéncia
dada por

__Ye
Hs) = s+1/t

Para entrada a x(t) = tu(t),

1 1
Y(s) = H(s) = ﬁ

Expandindo em fra¢Ges parciais, tem-se

1/t 1 T

YO = e TR s s
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Exemplo — Resposta a rampado circuito RC 11

resultando na resposta a rampa dada por
y(t) = (t— 7+ texp(—t/7))u(t)
Para t suficientemente grande (resposta em regime) tem-se
y(t)~t—1
indicando que o sistema de primeira ordem apresenta saida em regime deslocada em

relacdo a entrada. Note que para sistemas com ganho DC diferente de 1, a inclinagdo
da rampa de saida é distinta da inclinacdo da rampa de entrada.
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem
Exemplo 1.10 (Sistema autdnomo de segunda ordem)

Considere o sistema dado por

(P?+28wnp+@2)y(t) =0 , y(0)=a>0, y(0)=0

com @, >0 e 0< & <1 (raizes complexas conjugadas).

A transformada de Laplace Z{y(t)} = Y(s) é dada por

2akw, + as
s2 +2E wps+ 02
Completando o quadrado e colocando na forma padr3o para transformada inversa de
seno e cosseno, tem-se

Y(s)=

s+E&wp
(S"‘ga)n)z"‘ﬂ)s

o=a ﬁ:a%éz , 0g=mp/1-§2
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

resultando em

y(t) = aexp(—&wnt) (cos(a)dt) + \/%sen(a)dt)) u(t)

Note que, para & =0 (sistema sem amortecimento), a resposta é dada por
y(t) = acos(wpt). Note também que a envoltéria da solugdo comporta-se como um
sistema de primeira ordem cuja constante de tempo é

1

T=
Sy
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Exemplo — Péndulo linearizado 1

Exemplo 1.11 (Péndulo linearizado)

A equacio diferencial linear que descreve o movimento do péndulo em torno de
y(t) =0 é dada por

mly = —mgseny — mby

Linearizando, tem-se

(p2+ §p+ %)y(t) =0

Portanto,
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Exemplo — Péndulo linearizado 11

Observe que, se b =0 (péndulo ndo amortecido), o periodo de oscilagdo (expressdo
obtida experimentalmente por Galileo Galilei por volta de 1600) é dado por

T=2rn £
g
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Exemplo — Circuito RLC 1

Exemplo 1.12 (Circuito RLC)

Considere o circuito RLC da Figura 2 para x(t) =0 (circuito auténomo). A equacido
diferencial é dada por

(p2+ R1Cp+ )y(t)

Portanto,
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Exemplo — Circuito RLC II
Y1

« (3 cT 7 UR

Figura: Circuito RLC.

Observe que, para R — o (circuito sem perdas), tem-se

T=2nvLC

Note também que a constante de tempo da envoltéria é T =2RC.
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Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem
subamortecido I

Exemplo 1.13 (Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem
subamortecido)

Considere o sistema dado por

o

H(s)= ¥——F+"——
(s) s2 428 wps + w2

com0<&<1.

Completando-se o quadrado no denominador, tem-se

H(s) = | —— 2
V1-E2 ) (s+&wn)? + w3

com a frequéncia de oscilagdo wy dada por

Oy = 0py/1—E2
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Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem

subamortecido II
resultando em

h(t) = (%) exp(—Ewpt)sen(wyt)u(t)

Esse resultado pode ser também obtido a partir da expansido em fragdes parciais de
H(s), ou seja,

al ar
G-m)  (5-h)

H(s) =
h(t) = (a1exp(A1t) + azexp(A2t)) u(t)

2

. )

A =h==-Cop+jog , ay=a;=—j—"
204
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Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem

subamortecido I11
resultando em

2
0}
h(t) = (w—”) exp(—Ewpt)sen(wyt)u(t)
d
A identificagdo dos pardmetros de um sistema de segunda ordem subamortecido pode
ser feita a partir da resposta ao impulso.

O periodo T =2n/wy da sendide é obtido pelo cdmputo do intervalo de tempo entre
dois cruzamentos consecutivos com zero.

O parametro & é obtido da relacdo entre dois picos consecutivos da sendide, chamada
de decremento logaritmico, pois

exp (—EwnkT)
exp (—Ewp(k+1)T)

=exp(éw, T)
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Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem
subamortecido IV

Observe que
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Exemplo — Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido I

Exemplo 1.14 (Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido)

Considere o sistema dado por

e
H(s)= 501
(s) 52+ 28 s + w2
com0< &<l
Para x(t) = u(t), tem-se
»? 1 1 s+2Ew,
YO = (i) s = i~ T
s2+2(wps+ w3/ s s s?2+2Emps + @?

Completando-se os quadrados, tem-se
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Exemplo — Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido II

1 s+&wp, Eop @y
s (s+éwn)?+03 0g (s+Emp)?+ w3

resultando em

y(t) = (1 — exp(—éa)nt)(cos(a)dt) + \/%sen(a)dt))) u(t)

A resposta ao degrau passa por um primeiro pico (sobre-elevacdo) que pode ser
determinado da equag3o y(t) =0, resultando em

tpico = T/0g Ypico = 1+exp(—Ewnm/0yg)
Esses parametros podem ser utilizados para a identificagcdo de sistemas de segunda
ordem.

Note que o valor de regime (t — o) é igual ao valor da amplitude do degrau de
entrada pois o ganho DC do sistema é unitario (H(0) =1).
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Resposta a entrada nula e resposta as condicoes iniciais nulas

Propriedade 5 (Resposta a entrada nula e resposta as condi¢des
iniciais nulas)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo descrito por

D(p)y(t)=x(t) ; y(0),5(0),...,y{m1)(0)

pode ser decomposta em resposta a entrada nula e resposta as condicbes iniciais
nulas, pois

Y(s) = H(s)X(s) + I(s)
sendo I(s) a parcela devida as condicées iniciais.

Note que as condicées iniciais ndo nulas em x(t) também devem ser consideradas no
cémputo da solucio sempre que N(p) for de grau maior ou igual a 1 e x(t) # 0.
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Exemplo

Exemplo 1.15
Considere o circuito RC da Figura 1 com 7 = RC =1, excitado pela entrada
x(t) = cos(t)u(t) e condigdo inicial y(0).

Y(s) = g X(9)+ =7y
——

H(s) |

Portanto,
s y(0) y(0)—-1/2 1s+1

Y(s) = _
)= rnEan) Tsrt s+1 | 2s2+1

y(6) = ((/(0) ~1/2) exp(—t) + 5 cos(t) + gsen(t)) u(2)
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Exemplo (continuagao)

Note que a resposta y(t) contém termos transitérios devido a entrada e devido a
condigdo inicial y(0). Note ainda que, no exemplo, a condic3o inicial y(0) =1/2 anula
o transitério. Nesse caso, a solugdo é a prdpria resposta de regime permanente, dada
por

yreg(t) = (1 cos(t) + —sen(t)) u(t)

que € igual a solugdo forcada para t > 0. De fato, para a entrada x(t) = cos(t) a
solucdo forcada poderia ser obtida diretamente

ye(t) = [H( s)’ -cos t—i—éH(s)‘ %cos(t w/4) = 7cos(t)+ sen(t)
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Exemplo — Laplace com N(p) #11

Exemplo 1.16 (Laplace com N(p) # 1)
Considere a equacdo diferencial
(P +3p+2)y =(p+4)x , ¥(0)=2, y(0)=1

para x(t) = exp(—3t)u(t).

Aplicando a transformada de Laplace, tem-se
(s2+3s+2)Y(s) = (s+3)y(0) + y(0) + (s +4)X(s) — x(0)

Substituindo as condi¢des iniciais e a transformada de Laplace de exp(—3t)u(t),

tem-se 26T 4 )
s s -
Y =
(s) s2+3s+2 (52+3s+2)(s+3)+52—|—3s—|—2
————— ———
Yen(s) Yein(s) Yx(o)(s)
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Exemplo — Laplace com N(p) # 111
com as parcelas, respectivamente, resposta a entrada nula, resposta as condigdes

iniciais nulas e contribuigdo da condigdo inicial x(0). Decompondo em fra¢des
parciais, tem-se

Vo5 3 15 2 05 1 1
T s+1 s+2 s+1 s+2 s+3 s+1 s+2
Yen(s) Yein(s) Yx(O)(S)

que fornece, agrupando as parcelas,

y(t) = (5.5exp(—t) — 4exp(—2t) + 0.5exp(—3t))u(t)
Note que, para x(t) = exp(—3t), tem-se (p+4)exp(—3t) = exp(—3t) e portanto a
equacio diferencial a ser resolvida é dada por

(P*+3p+2)y =exp(-3t) , y(0)=2, y(0)=1
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Exemplo — Laplace com N(p) # 1 111

Nessa equagio, N(p) =1 e a quest3o sobre a contribuicdo de x(0) n3o se coloca.
Multiplicando por u(t) e aplicando a transformada de Laplace, tem-se Y(s)

5 3 0.5 1 0.5

1
2
(s7+3542)Y(s) = (s+3)2+ +s+3 = Y() s+1 s+2+s+1 s+2+s+3

que fornece o mesmo y(t).
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Resposta ao impulso de sistema estavel

Propriedade 6 (Resposta ao impulso de sistema estdvel)

A resposta ao impulso de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente
préprio (grau do numerador menor que o do denominador) com polos de parte real
negativa e fun¢do de transferéncia

N(s)
D(s)

H(s) =
€ transitdria, ou seja, esvanece com o tempo

thm h(t)=0

Como s =0 pertence a Qy, (polos de parte real negativa), tem-se

thm h(t) = S||_%SH(5) =0

o que qualifica o comportamento de h(t) como assintoticamente estavel.
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Resposta ao degrau de sistema estavel

Propriedade 7 (Resposta ao degrau de sistema estdvel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com polos de parte real negativa excitado por um degrau com fungcdo de transferéncia

N(s)
H =
(S) D(S)
é dada por
y(t) = H(0)u(t) +transitdrio
N——
regime
pois

H(s) _a , N(s)
s D(s) ’
Note que a saida em regime é também um degrau, com a mesma amplitude da
entrada se H(0) = 1.

Y(s)= a=H(0)
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Resposta a rampa de sistema estavel

Propriedade 8 (Resposta a rampa de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com polos de parte real negativa excitado por uma rampa com fungdo de transferéncia

H(s) = ggg € dada por é dada por

y(t) = H(0)tu(t) + H(0)u(t) +transitrio

regime
A propriedade pode ser verificada notando-se que

H(s):a b Ni(s)

s2 2 s D(s)

Y(s) = . a=H(0), b= %H(s) _

0
resultando em y(t) = H(0)tu(t) + H(0)u(t) + transitdrio

Note que a saida em regime é também uma rampa, com a mesma inclinagdo se
H(0) =1 e, além disso, de mesmo valor se H(0) = 0.
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Exemplo — Resposta ao degrau e a rampa

Exemplo 1.17 (Resposta ao degrau e a rampa)

Um sistema de primeira ordem dado por
a

H(s): s+a

com a> 0 segue uma entrada em degrau. Note que esse sistema n3o segue a entrada
x(t) = tu(t) em regime com erro nulo, pois H(0) =1 mas H(0) =—1/a#0.

Um sistema de segunda ordem dado por

as+b
s2+as+b
com a> 0 e b> 0 segue as entradas degrau e rampa com erro de regime nulo.

H(s) =
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Resposta a parabola de sistema estavel

Propriedade 9 (Resposta a pardbola de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente préprio com
polos de parte real negativa excitado por uma parabola com funcdo de transferéncia

s 2
H(s) = ggs; . x(t)= %u(t) :X(S):S%
é dada por
y(t) = H(0) %2 u(t)+ H(0)tu(t) + %F/(O)u(t) +transitdrio
regime
pois

Y(s) = -4
(s) E D(s)’ om
d 1d
2 © ds (s) s=0 =3 ds? (s) s=0
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Exemplo — Resposta a parabola

Exemplo 1.18 (Resposta a pardbola)

Um sistema de terceira ordem dado por

as?+bs+c
H$)= 53— 17—
s> +as?+bs+c
com raizes estdveis segue as entradas degrau, rampa e parabola com erro de regime
nulo. )
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