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Cap. 12 — Transformada de Laplace
©00000000000000000000000000

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace decorre da definicdo de auto-fungdo para sistemas lineares
continuos invariantes no tempo pois
oo
h(t) xexp(st) = H(s)exp(st) , H(s) :/ h(t)exp(—st)dt , se€Qy

Também no Capitulo 7 foram apresentadas as propriedades do deslocamento no
tempo e da transformada de Laplace da convolug¢3o,

L) =x(t- 1)} = X(s)exp(~s7) , Q=0

L{x(t) =x(t)xxe(t)} = Z{a()}L ()} Q=02 Ny,
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Transformada bilateral de Laplace

Definicao 1 (Transformada bilateral de Laplace)

A transformada bilateral de Laplace da fun¢do x(t) € dada por

X(s) = L{x(t)} = / x(t)exp(—st)dt , sef,

O dominio Q2 é o conjunto dos valores de s € C para os quais a integral € finita.

Propriedade 1 (Area de uma funcio)

A drea sob a curva da fungio x(t) pode ser computada por meio da transformada de
Laplace X(s) se s =0 € Q.

/_ :oox(t)dt _ x(s)‘s:0
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Propriedade 2 (Transformada do impulso)

2{8(t) =1, seC

pois

2{8(t)} = [ J:OS(t) sl —
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Propriedade 3 (Transformada do degrau)

f{u(t)}z% . seQ,={secC Res)>0}

pois

L{u(t)} = /_ :w u(E) exp(—st)dt =

[ ety =L ew(-st)| "=, Re(s) >0
; exp(—s =—gop(=st)| _ =7 Rels

4

Note que, diferentemente ao que ocorre com a transformada de Fourier
F{6(t)} =1 & F{1l}=2n6(w)
a transformada de Laplace .Z{1} n3o existe. De fato,

o0 1 t=-fc0
2{1} = / exp(—st)dt = 3 exp(—st)

que diverge qualquer que seja s € C.

t=—c0

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 5/31



Cap. 12 — Transformada de Laplace
0000®0000000000000000000000

Propriedade 4 (Transformada da exponencial)

f{exp(/’kt)u(t)}zi . se{seC,Re(s—1)>0}

oo oo
pois .Z{exp(At)u(t)} = /79o u(t)exp ((A —s)t)dt = /0 exp ((A —s)t)dt =

= ;Ll_sexp((l—s)t)‘

t=—+oo 1
t=0  s—A

Re(s—4)>0
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Transformada da exponencial

Note que o domino da transformada é relevante na descrigdo do sinal, e que sinais
distintos podem ter a mesma expressio para a transformada, porém com dominios
diferentes. De fato,

1

Z{—ep(At)u(-t)} = —

s€{seC,Re(s—1) <0}, pois

0
L{—exp(At)u(—1)} = —/_mexp (A —s)t)dt =

exp((l—s)t)’tzo _ ! Re(s—1) <0

t=- S—A

1
A—s
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Exemplo 1.1

Para B >0, tem-se
Plexp(iBt)u(t)} = ﬁ . Re(s) >0
Llew(—Bu)} = 55« Re(s) >0
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Propriedade 5 (Linearidade)

L{ax(t)+By(t)} = aZ{x(1)} +BL{y(t)} , iy DNy

Exemplo 1.2
Para B >0, tem-se

Z{cos(Bt)ut)} = 5 Z{exp(iB)u(t)} + » Z{exp(~BH)u(t)} =

1 1 1 s
=2 (s—jﬁ +s+jﬁ) =2ip2  Rel9>0
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Exemplo 1.3
Para B >0, tem-se

Z{sen(Bt)u(t)} = Qijz{expws H)u(t)} - Qijx{exp(—jﬁnu(r)} -

101 1\ B
=5 (o2 p) = g R0

Propriedade 6 (Transformada da integral)

2{y0)= [ x(BYp=x(t)ru(t)} = L21x(0)} |

Q, contém QN {s € C: Re(s) >0}
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Exemplo 1.4

A transformada de Laplace de

V)= [ XY . X(5) = g Rels) > 1

é dada por

1 s 1 2
Y(s)= < <s+1> =51 Q, contém Re(s) >0
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Exemplo (continuagao)

De fato, 1
x(s)=5jr1:1—sTl = x(t)=8(t) —exp(—t)u(t)

Y(0)= [ x(B)dB = u(t) ~ (1~ exp(—1))u() = exp( - )u(?)

1
= Y(S) = S—|—71 ,Re(s) > -1

Note que o dominio Q, resultante é maior do que a intersecdo £, NRe(s) > 0.
Observe também que a drea de x(t) é X(0) =0 e a area de y(t) é Y(0)=1.
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Exemplo 1.5
x(t) =26(t) —exp(—t)u(t) = y(t)= /_tmx(ﬁ)dﬁ = (1—|—exp(—t))u(t)

1 2s+1
X(S)_2_s+1 =or1 Re(s) > -1
1 1 1/2s+1 1
Y(s)= = == — X R
(s) s+s+1 s(s—l—l) s (s) , Re(s)>0

Note que Q, € igual a intersecdo de Q, com Re(s) > 0. Note ainda que a drea de
x(t) éigual a X(0) =1, y(t) tem drea nio finitae s=0¢Q,.
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Exemplo 1.6
2{8(t)} =1, seC

f{u(t)}:% , Re(s) >0 pois u(t):/ﬂt):/ﬁlS(B)dﬁ

f{tu(t)}:s% . Re(s)>0 pois tu(t) = 7u(t)

g{t;u(t)} _ Si3 . Re(s)>0

£m 1
f{mu(t)}:m , Re(s)>0, meN
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Propriedade 7 (Reversdo no tempo)

ZL{x(-t)} =X(-s) , —-sefx
pois

LIx(=t)) = [ :mx(—t)exp(—st)dt:— / e —

oo

= /::ox(t)exp (= (—s)t)dt =X(—s)

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 15/31



Cap. 12 — Transformada de Laplace
000000000000008000000000000

Exemplo 1.7

Llu(—t)) = _is . —sc {Re(s) > 0} = s € {Re(s) < 0}

Exemplo 1.8

Plexp(t)u(—t)} = %H , —sc {Re(s+1) > 0} = Re(s) < 1

De fato,

1 oo
P ((s—l)t)‘0

0
Llexp(t)u(—t)} = / exp(t) exp(—st)dt =
que é finita se Re(s—1) < 0, resultando em

Llexp(t)u(—t)} = %H , Re(s) < 1
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Exemplo 1.9

1 1 2
2ix(t) = ep(-lt)} = 7+ 5 = ==z -

Qyx ={Re(s) <1}N{Re(s) > -1} = {—1 < Re(s) < 1}

Note que a drea de x(t) é X(0) =2, pois s =0 € Q. Note também que

FO) =LY ,_ = 1

pois jo € .
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Propriedade 8 (Deslocamento em s)
L{y(t) =exp(—at)x(t)} =X(s+a) ; Q,=(s+a)ecQ

pois

oo oo
L{exp(—at)x(t)} = /70c exp(—at)x(t)exp(—st)dt = /700 x(t)exp (—(s+a)t)dt

v
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Exemplo 1.10

P{cos(Bt) exp(—at)u(t)} = (5:3)%[32 , Re(s+a)>0
Exemplo 1.11

P{sen(Bt)exp(—at)u(t)} = m;ﬁ , Re(s+2)>0
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Propriedade 9 (Derivada em s)

d™X(s)

2{y() =t"x(0)y = ()" 9=y, meN

pois

oo
X(s) = L{x(t)} = [ x()exp(—st)de =

dmX(s)
ds™m

— (- /_ :m £ x(£) exp(—st)dt

4
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Exemplo 1.12

LLEmu(t)} = S,’% , Re(s) >0

que decorre das derivadas sucessivas em s aplicadas a transformada de Laplace do
degrau. Aplicando também a Propriedade 8 (deslocamento em s), tem-se

{—exp at)u(t)} W, Re(s+a)>0, meN
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Exemplo 1.13
A integral da fun¢do x(t)

x(t) = t?exp(—3t)u(t)
pode ser computada por meio da transformada de Laplace X(s) se s =0 € Q.
Usando a Propriedade 9 (derivada em s), tem-se

2
Plexp(=3t)u(t)} = :13 o P{Pexp(=3t)u(t)} = %(Hsrl —2(s+3)2

Portanto,

/+ t2exp(—3t)u(t)dt:2(s+3)*3’ )
s s=0 27

Note que esse mesmo resultado pode ser obtido de

ey = 2| =2
2Eu0) =5, =5
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Exemplo — Tempo de propagacao I

Exemplo 1.14 (Tempo de propaga¢&o)
Para o circuito RLC da Figura 1, com R=2Q, L=4 H, C=1 F e fungdo de
transferéncia

1
H(s)= ——~
(5)= 2272511

o tempo de propagacao é dado por

+oo d
/ th(t)dt ——H(s)
t, = —o — dS s=0 =9
P

/_er h(t)dt H(0)

=3

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 23/31



Cap. 12 — Transformada de Laplace
000000000000000000000800000

Exemplo — Tempo de propagacao II

« (3 cT 7 UR

Figura: Circuito RLC.
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Propriedade 10 (Transformada inversa de Laplace)

A transformada bilateral de Laplace é dada por

X(s) = /::ox(t)exp(—st)dt ;o seQy

Para s=0+jw, tem-se

~+o0
X(s) = / (x(t)exp(—ot)) exp(—jot)dt = F{x(t)exp(—ot)}
sendo .Z{x(t)} a transformada de Fourier de x(t). Portanto,

x(t)exp(—ot) = % /;:QX(s)exp(ja)t)dw

1
Y 7

x(t)

oo 1 O+ joo
/ X(s)exp(st)jdw = —/ X(s)exp(st)ds
—oo 27[] O —joo

Para o constante, ds = jdw. A integral em s é uma integral de contorno, definido
pela reta que passa em G, que contém o semiplano a direita de G.
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Exemplo I

Exemplo 1.15

A transformada inversa de Laplace de

X(s) = , Re(s)>—a , aeR

s+a
pode ser computada por meio da transformada de Fourier associada, considerando-se
S =0+ /o para um G conveniente.

Como

X(s)

F{x(t)exp(—ot)}

s=0+jo

tem-se, pela transformada inversa de Fourier,

1 e
x(t)exp(~0t) = 1  X(o+jo)exp(jor)do
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Exemplo I

O lado direito da expressdo produz

1

f_l{X(G-l-ja))}:g‘"_l {m

}:exp(—(c—i—a)t)u(t) ,0+a>0

Portanto,

x(t) =exp(—at)u(t) , c+a>0 = Re(s+a)>0
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Exemplo I

Exemplo 1.16

A transformada inversa de

s—1 a b+ c _1
s2(s+2) s2 s s+2 4

é dada pela fungdo a direita

=2
< 5 +3+ 3) , Re(s) >0

X(s) = p

x(t) = %(—2t+3—3exp(—2t))u(t)

As constantes a, b e ¢ podem ser obtidas pelo comando residue do matlab.

Note que o dominio €, pode ser escrito como

Q. = {Re(s) >0NRe(s+2) >0}

evidenciando que o dominio é a regido a direita do polo mais a direita de X(s).

Para o dominio €« a esquerda do polo mais a esquerda, isto é, Re(s+2) <0, a
transformada inversa pode ser obtida pela Propriedade 7 (reversdo no tempo).
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Exemplo I
Definindo y(t) = x(—t), tem-se

v =x(9 -3 (F+ 2+ )

Qy ={-s€Q} =Re(—s+2) <0=Re(s-2)>0

Novamente, o dominio Q, ¢ a regido a direita do polo mais a direita de Y(s),
resultando em

1 1
y(t) = —( 2t —3+3exp(2t))u(t) = x(t)= 2 (2t —3+3exp(—2t))u(—t)
Note que x(t) ocorre no intervalo (—e,0] (sinal & esquerda do zero).

Finalmente, para Q = {—2 < Re(s) < 0}, tem-se
1 3
x(t) = Z(2t— 3u(—t)— 2 exp(—2t)u(t)
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Propriedade 11 (Transformada da derivada)

LLx(t)} = sX(s) . QD0

pois, da expressdo da transformada inversa

1
T 2mj

x(t) /(, jfx(s) —e

tem-se

27j " 2mj

d d (1 (ot 1 [oti=
—x(t) = — / X(s)exp(st)ds | = / sX(s)exp(st)ds
dt dt o'—joo o'—joo
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Exemplo 1.17

i”{S(t):il(t)}:s%:I L Q5=C , Qu—Re(s)>0

Note que o dominio da transformada da derivada contém estritamente o dominio €,
devido ao cancelamento entre polo e zero.

2{8(t)y=s , Q3=C
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