Livro (e-book): Linearidade em Sinais e Sistemas,
Ivanil S. Bonatti, Amauri Lopes, Pedro L. D. Peres,
Cristiano M. Agulhari,

Ed. Blucher, SP, 2015, led., ISBN: 9788521208921

Prof. Pedro L. D. Peres

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacio
Universidade Estadual de Campinas

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 1/29



Cap. 11 — Amostragem de Sinais Continuos
0000000000

Amostragem de Sinais Continuos

Teorema 1 (Amostragem)

Um sinal, limitado em frequéncia, pode ser representado com erro nulo por amostras
igualmente espacadas de intervalo T < (2B)™!, sendo B a maxima frequéncia da
transformada de Fourier do sinal.

Antes da demonstragdo do teorema, alguns resultados preliminares s3o necessarios.
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Ortogonalidade 1

Propriedade 1 J

As fungbes sampling sdo ortogonais.

Prova:
Considere as fun¢des sampling @, (t) dadas por

2n
(pk(t)zsa(%(t—kr)) . com @ =%

mostradas na Figura 1.
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Ortogonalidade II

-4 2 0 2 4 t/T

Figura: Funcdes sampling Sa (a)o(t — kT)/2) para k=-3,-1,1,3.
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Ortogonalidade 111
Como as fungdes @ (t) sdo reais, o produto escalar é dado por
—+oo
e :/ (pk(t)(pg(t)dt s k e ¢ inteiros

= FoO0}] , _ o= 5= P Lo Flal|

w=0
Note que
oo
X(@)+ ()| _ 0= /_m X(0)Y(—0)do,

Py (@) = F{ok(t)} = TGay (@) exp(—j@kT)

pois

7{sa(21)} = %Gmo(co)
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Ortogonalidade IV

Portanto,

~+oo
It = % [ T6un(@)exp(—jokT) TGun(~0) expliol T) doo =

® (o) ®(-o)
1, +ap/2 .
_ET /_wo/2 exp (—jo(k—0)T)dw
L — T k=1/¢
kb= 0 ;  k#¢

Observe que as fun¢des @ (t) sdo ortogonais e de mesma norma.
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Interpolacao I

Teorema 2 (Amostragem (interpolagdo))
Se x(t) € tal que

F(D)=X(@) . X(@)=0,|0]>278 e 0<T< o

entdo

oo
x(t)= ¥ x(kT)Sa(L(t—kT)) . wp =2

k=—o0

Prova:
Considere a projecdo de x(t) na base formada pelas fungdes sampling

T 21

Y oon(e) i gu(t)=Sa(D(e~kT)) | com wp=

x(t)= . T

—=—o0
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Interpolacao 11

Como as fun¢des @ (t) sdo ortogonais, os coeficientes oy sdo dados por

<x(t)@i(t) >
< (pk(t

= 2 [Txouae

Oy =

1

=1 S X(@) < F O], _ = T o [ X(B)TGun(~B)exp(iBAT)d

: /HW2 X(0)exp(jokT)d
oy =— o)exp(jo (0]
K= 27 a2 P
Note que se X(®) =0 para | @ | > 27B (limitado em frequéncia) e, supondo-se que o
intervalo de amostras é tal que

2nB < ©_7T = T< 1

2 T 2B

os limites de integragdo podem ser estendidos para —oo e +oo

= / :” X() exp(jokT)dw = x(kT)

21 )-
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Interpolagao 111

e, portanto,

—+oo

x(t)=Y x(kT)Sa(%(t— kT))

k=—oco

Observe que oy = x(kT), ou seja, os coeficientes da expansdo em série s3o os valores
das amostras de x(t) nos instantes kT, desde que x(t) tenha transformada limitada
em frequéncia.
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Exemplo I

Exemplo 1.1

Considere o sinal x(t) =1, limitado em frequéncia para qualquer B > 0.

Se o intervalo de amostragem for T =1, ou seja, @y = 27, as fun¢des Sa(7wt — k)
formam uma base para qualquer sinal de faixa B < 0.5.

A Figura 2 mostra a aproximacdo de x(t) por um niimero limitado de amostras, isto
é, uma e trés amostras, e a Figura 3 para cinco e sete amostras. Note que o intervalo
de validade da aproximagdo aumenta (e que o erro dentro desse intervalo diminui)
com o nimero de amostras.
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Exemplo I

Figura: Sinal x(t) =1 aproximado por um (acima) e trés (abaixo) termos de
Sa(n(t—kT)).
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Exemplo III

Figura: Sinal x(t) =1 aproximado por cinco (acima) e sete (abaixo) termos de
Sa(n(t—kT)).
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Exemplo I

Exemplo 1.2
Considere o sinal

x(t) = sen(gt)

com frequéncia Wmax = 27B = 0.57 e portanto B = 0.25. Amostrando o sinal com
intervalo de amostragem T =1, tem-se as amostras

sen(kz) | k=0£122,...

A Figura 4 mostra a aproximagdo de x(t) por duas e quatro amostras e a Figura 5
mostra o sinal e a aproximagdo com seis termos.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 13/29



Cap. 11 — Amostragem de Sinais Continuos
0000800000

Exemplo I

-4 -2 0 2 4
1r 1
0 /\
b ,

i i i i i
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Figura: Sinal sen(0.57t) aproximado por duas (acima) e quatro (abaixo)
amostras.
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Exemplo III

Figura: Sinal sen(0.57t) (abaixo) e sua aproximagdo por seis amostras (acima).
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Amostragem por impulsos

Teorema 3 (Amostragem (por impulsos))

Considere um sinal x(t) limitado em frequéncia, isto é

F(D)=X(@) . X(@)=0,|0|>278 e 0<T< o

Ent3o, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal x,(t) dado por

oo

xa(t)= Y x(kT)8(t—kT)
k=—o0

por meio de um filtro linear passa-baixas ideal de faixa wy dado por

H(jo) = TG, ()
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Amostragem por impulsos I

Prova:
O sinal x,(t) pode ser escrito como

oo
xa(t) = x(t) k; O(t—kT)

chamado de amostragem ideal, resultando em X,(®) dado por

1 =
X5(0) = F{xs(t)} = EX((»)*.?‘{ y 5(t—kr)} =

[—
1 2 1=
= %X(w)*Tk:z;mé(w—kwo)_ 7;(;00)(((0—/(@0)

A funco X;(w) é mostrada na Figura 6 para wy/2 > 27B (acima) e para

wp/2 < 2B (abaixo). Note que se wy/2 for menor do que a méxima frequéncia
angular 2B da transformada de Fourier do sinal x(t), ha superposi¢cio (aliasing) dos
espectros em X,(®).
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Amostragem por impulsos 11

@o
Figura: Fungdo X,(®) para ay/2 > 27B (acima) e para ap/2 < 27B (abaixo).
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Amostragem por impulsos 111
Para X(®) limitado em frequéncia e wg adequado (wg/2 > 27B), o sinal x(t) pode
ser recuperado pela filtragem de X;(®), isto é, multiplicando a expressdo de X;(w) de
ambos os lados por TG, (®), tem-se

X(@) = X3(0) TGey (@)
A correspondente expressdao temporal é dada por

o0
x(t) = xa(8) <7 TG (@)} = {x(&) ¥ 8(t~kT)}xSa(Dt)
k=—o0

resultando em
~+oo

x(t)= ¥ x(kT)sa( P (t-kT))

k=—o0
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Amostragem por impulsos IV

Observe que, calculando x(t) nos pontos t = mT, m € Z, tem-se

¥ m
on= £ unss(Fm-nr) ¢ ss(Fmnr)={2 0 17

e portanto a contribuicao das demais amostras no instante t = mT é sempre nula,
pois trata-se de uma interpolag3o.
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Exemplo — Interpolacao Linear I

Exemplo 1.3 (Interpolagdo Linear)

Considere um conjunto de pontos x(kT) e a fungdo sampling aproximada

o . 21
Saa(5-t) = Tria7(t) , @0 =—

mostrada na Figura 7, junto com a fungdo sampling, para T = 1.
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Exemplo — Interpolagao Linear II
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Figura: Sa(mt) (tracejada) e Triz(t) (continua).
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Exemplo — Interpolacao Linear III

A interpolagdo

i) = ;x(kT)Saa(%(t —T))

resulta na soma de segmentos de retas e requer um célculo bem mais simples do que a
interpolacdo baseada no Teorema da amostragem, dada por

xg4(t) = ;x(kT)Sa(%(t —T))

Observe que xT,;(t) corresponde a unido dos pontos x(kT) por segmentos de reta
(interpolag3o linear). A Figura 8 mostra a interpolaco linear e a Figura 9 mostra a
interpolacdo construida com fun¢bes sampling a partir das amostras com T =0.25 da
funcdo

x(t) =sen(t)+sen(mt) +sen(2xt)

cuja maxima frequéncia é B =1 Hz e, portanto, satisfazendo a condi¢do do teorema
da amostragem T < (2B)_1. Na Figura 9, as maiores discrepancias ocorrem nas
bordas, devido a n3o utilizacido de amostras fora do intervalo mostrado.
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Exemplo — Interpolacao Linear IV

w

Figura: sen(t)+sen(mt) +sen(2xt) (tracejada) e interpolagdo linear (continua).
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Exemplo — Interpolacao Linear V

w

Figura: sen(t) +sen(mt)+sen(2xt) (tracejada) e interpolagdo com a fungdo
sampling (continua).
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Amostragem por impulsos aproximados |

Teorema 4 (Amostragem (por impulsos aproximados))

Considere um sinal x(t) limitado em frequéncia, isto é

1
F{x()} =X(0) , X(©)=0, |0|>27B e 0<T<

Entdo, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal x,(t) dado por

()= ¥ x(t)%GA(t—kT)  0<A<T

k=—oo

por meio de um filtro linear passa-baixas ideal de faixa Wy dado por

H(j®) = TGa, ()

o

Prova: Note que x,(t) é construido com x(t) variando no intervalo 0 < A < T, e ndo
fixo em x(kT) como no caso da amostragem ideal. O sinal x,(t) pode ser escrito
como
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Amostragem por impulsos aproximados 11

Xa(t) = X(t)Z%GA(t) x8(t—kT)
k

resultando em
Xa(w) = *X(w)* {Z Ga(t)+8(t —kT)}
{zk: Ga (t) ( t_kT)} { GA(t)*zk:3(t—kT)}:

= Sa(%a))woz(S(a)—kmo) = a)gZSa(%kwo)S(w—kwo)
K K

Xa(w) = %X(w) * a)oZSa(%kcoo)S(wf kog) =
K
1 1 A
7X(w) += k;()Sa(Ekwo)X(w — kay)

e portanto X(®) = TGy, (0)Xa(w).
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Amostragem por pulsos I

Propriedade 2 (Amostragem (por pulsos))

Considere um sinal x(t) limitado em frequéncia, isto é

F(D)=X(@) . X(@)=0,|0|>278 e 0<T< o

Entéo, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal x,(t) dado por

too

()= L x(KT)p(t=T)

sendo p(t) um pulso com transformada de Fourier P(®), por meio de um filtro linear
passa-baixas de faixa wy dado por

H(jo) = 77/@3?05;))
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Amostragem por pulsos 11

Prova:
O sinal xp(t) pode ser escrito como

oo
xp(t):k_z: x(kT)p(t)*6(t—kT) = p(t)*xa(t)
oo
xa(t)= Y x(kT)8(t—kT)
k=—oco
resultando em
X,(0) = P@)X:(0) . X(0)= = T X(o— ko)
T
Portanto,
x(@) = 5l x,(0)
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